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Актуальність та загальна характеристика роботи
Розвиток сучасної теорії диференціальних рівнянь потребує удосконалення         відомих та створення нових методів їх дослідження. Серед них центральне місце посідають методи функціонального аналізу, такі як шкали функціональних просторів, інтерполяція функціональних просторів, методи теорії нетерових операторів та інші. Так, у сучасній теорії рівнянь з частинними похідними та математичній фізиці важливу роль відіграють шкали функціональних просторів Соболєва. У 50 – 70-х роках минулого століття отримано фундаментальні результати про характер розв'язності у цих просторах крайових і початково-крайових задач для основних класів диференціальних рівнянь з частинними похідними. Втім, для низки важливих задач ці шкали є недостатньо тонко градуйованими, на що вказував Л. Хермандер у своїй класичній монографії 1963 року. Це спонукало його та інших математиків увести широкі класи функціональних просторів, для яких показником регулярності функцій чи розподілів служить не число, як для просторів Соболєва, а досить загальний функціональний параметр. Він дозволяє більш тонко  охарактеризувати регулярність розподілів за властивостями їх перетворення Фур'є.

Простори Хермандера та їх різні узагальнення природно виникають у теоремах вкладення функціональних просторів, у теорії апроксимації, у теорії інтерполяції просторів та лінійних операторів, у спектральній теорії диференціальних операторів, у теорії випадкових процесів (див. монографії О. І. Степанця (1987, 2002), B. P. Paneah (2000), H. Triebel (2001), N. Jacob (2001, 2002, 2005), F. Nicola, L. Rodino (2010), В. А. Михайлеця, О. О. Мурача (2010, 2014)). Коло таких задач весь час розширюється.

У теорії еліптичних диференціальних рівнянь є особливо перспективними гільбертові шкали просторів Хермандера, які отримуються шляхом інтерполяції (з функціональним параметром) пар гільбертових просторів Соболєва. Оскільки при інтерполяції успадковуються властивості обмеженості лінійних операторів та їх нетеровості (при незмінному дефекті), ці шкали є зручним і перспективним аналітичним інструментом для дослідження властивостей розв'язків еліптичних рівнянь. В останнє десятиліття у роботах В. А. Михайлеця, О. О. Мурача, А. В. Аноп та І. С. Чепурухіної отримано важливі результати про розв'язність еліптичних систем і еліптичних крайових задач у зазначених шкалах просторів Хермандера. У монографіях В. А. Михайлеця, О. О. Мурача (2010, 2014) побудовано теорію розв'язності еліптичних рівнянь і еліптичних крайових задач у гільбертовій шкалі ізотропних просторів Хермандера, для яких показником регулярності служить довільна функція, правильно змінна на нескінченності за Й. Караматою. Ці простори утворюють уточнену соболєвську шкалу і отримуються методом інтерполяції з функціональним параметром пар гільбертових просторів Соболєва. Знайдені застосування цієї теорії до низки задач, де соболєвська шкала є недостатньо тонко градуйованою.

Представляє чималий науковий інтерес розробка теорії еліптичних крайових задач для більш широких класів просторів Хермандера, ніж уточнена соболєвська шкала. Серед них особливе місце посідає розширена соболєвська шкала. Вона складається з усіх гільбертових просторів, інтерполяційних для пар гільбертових просторів Соболєва, припускає опис у термінах просторів Хермандера і містить у собі уточнену соболєвську шкалу. У цьому напрямі значний прогрес був досягнутий у статтях  А.В. Аноп, О.О. Мурача та І.С. Чепурухіної в останні п'ять років. 
Застосування методів шкал функціональних просторів та теорії лінійних операторів дозволило в останній час досягти значного прогресу у теорії одновиріних крайових задач. Це насамперед стосується важливого питання про умови неперервності за параметром розв'язків систем звичайних диференціальних рівнянь. Найбільш повно ці питання досліджено стосовно задачі Коші для систем диференціальних рівнянь першого порядку, залежних від параметра (див. роботи І.І. Гіхмана (1952), М.А. Красносельського і С.Г. Крейна (1955), Я. Курцвейля і З. Ворела (1957), А.М. Самойленка (1962), А.Ю. Лєвіна (1967), З. Опяла (Z. Opial, 1967), У.Т. Рейда (W.T. Reid, 1967), Нгуен Тхе Хоана (1993) та інших). Крайові задачі, залежні від параметра, вивчені істотно менше, ніж задача Коші, що пов'язано з великою різноманітністю крайових умов. Тут піонерськими є результати І.Т. Кігурадзе (1975 – 2003) і М. Ашордіа (M. Ashordia, 1996), які ввели і дослідили клас загальних лінійних крайових задач для систем диференціальних рівнянь першого порядку.

Нещодавно В.А. Михайлецем та його учнями було введено і досліджено нові найбільш широкі класи крайових задач для систем диференціальних рівнянь першого порядку, розв'язки яких належать до просторів Соболєва або просторів неперервно диференційовних функцій. Такі задачі було названо тотальними щодо вибраного нормованого функціонального простору. У них крайова умова задається у найбільш загальному вигляді By = q, де B є довільним лінійним неперервним оператором, що діє з цього простору у простір комплексних  векторів q. Ця умова охоплює як усі відомі типи класичних крайових умов (дані Коші, різні багатоточкові крайові умови, інтегральні умови та інші), так і некласичні крайові умови, які містять похідні  шуканої функції. Для таких крайових задач було встановлено достатні умови неперервності за параметром розв'язків у вказаних функціональних просторах.

У цьому зв'язку є актуальними дослідження тотальних крайових задач для систем диференціальних рівнянь високих порядків, тотальних крайових задач щодо інших класичних функціональних просторів, питання про необхідні і достатні умови неперервності за параметром розв'язків цих задач та про оцінку швидкості збіжності їх розв'язків до розв'язку незбуреної задачі. Зовсім недавно відповіді на ці важливі питання були отримані у роботах В.А. Михайлеця, О.О. Мурача, В.О. Солдатова, Є.В. Гнип і Г.О. Маслюк (Інститут математики НАН України). 
Зміст роботи
Робота присвячена розробці нових та удосконаленню відомих методів дослідження крайових задач для диференціальних рівнянь. Основна увага приділена застосуванням методів функціонального аналізу таких як шкали функціональних просторів, інтерполяція функціональних просторів і теорія нетерових операторів. Робота складається з трьох частин і подає результати її авторів, отримані у відділі нелінійного аналізу Інституту математики НАН України у 2013 – 2017 роках.  

У першій частині наведено результати, отримані А.В. Аноп. Вони присвячені побудові теорії розв’язності загальних еліптичних крайових задач у гільбертових просторах Хермандера, які утворюють розширену соболєвську шкалу. Показником регулярності для цих просторів служить довільна радіальна додатна функція, RO-змінна на нескінченності за В.Г. Авакумовичем. Доведено теореми про нетеровiсть цих задач, апрiорнi оцiнки їх розв’язкiв i локальну регулярнiсть розв’язкiв у просторах Хермандера, які складаються з досить регулярних розподілів. Як застосування цiєї шкали, знайдено новi достатнi умови неперервностi узагальнених частинних похiдних (заданого порядку) розв’язкiв, зокрема, умови класичностi узагальнених розв’язкiв. Доведено також теорему про нетеровiсть формально змiшаних елiптичних крайових задач у зазначених просторах Хермандера. Показано, що елiптичні з параметром крайові задачі є коректно розв’язними на відповідних парах просторів Хермандера, якщо комплексний параметр достатньо великий за модулем. Для розв’язкiв цих задач встановлено новi двобiчнi апрiорнi оцiнки зі сталими, не залежними від параметра. Доведено теореми про нетеровість елiптичних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь у зазначених просторах Хермандера. Встановлено нові апрiорнi оцiнки розв’язкiв цих задач і доведено теореми про їх локальну регулярнiсть. Встановлено теорему типу Ж.-Ліонса –  Е.Мадженеса про нетеровість еліптичних крайових задач у просторах Хермандера, які містять нерегулярні розподіли довільного порядку. Для еліптичних крайових задач, що відповідають однорідним диференціальним рівняння, доведено теореми про нетеровість задач і апріорну оцінку їх розв’язків у повній розширеній соболєвській шкалі.      
У другій частині роботи наведено результати, отримані І.С. Чепурухіною. Вони присвячені побудові теорії розв'язності еліптичних за Лавруком крайових задач у гільбертових просторах. На відміну від еліптичних крайових задач, досліджених у першій частині, еліптичні за Лавруком задачі містять додаткові невідомі функції у крайових умовах.  Доведено теореми про нетеровість еліптичних за Лавруком крайових задач у підходящих парах просторів Хермандера, які належать до розширеної соболєвської шкали і складаються з регулярних розподілів, та про породжені цими задачами набори ізоморфізмів. Встановлено теореми про нетеровість цих задач і породжені ними ізоморфізми у повній уточненій соболєвській шкалі, модифікованій за Я.А. Ройтбергом. Доведено теорему типу Ліонса–Мадженеса про нетеровість цих задач у просторах Хермандера і Соболєва, які містять нерегулярні розподіли довільного від'ємного порядку. Встановлено апріорні оцінки узагальнених розв'язків еліптичних за Лавруком крайових задач у просторах Хермандера та їх модифікаціях за Ройтбергом. Доведено теореми про регулярність розв'язків у цих просторах. Знайдено нові достатні умови неперервності узагальнених похідних (заданого порядку) цих розв'язків, зокрема, достатні умови класичності узагальнених розв'язків.  Встановлено теореми типу Ліонса–Мадженеса про нетеровість еліптичної за Лавруком крайової задачі у просторах Соболєва з довільним показником регулярності s < 2q, де 2q – порядок еліптичного рівняння. 
У  третій частині роботи викладено результати, отримані В.О. Солдатовим.  Вони присвячені дослідженню лінійних крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь. Уведено і досліджено два нових класи одновимірних лінійних крайових задач.  Перший з них є максимально широким класом для систем диференціальних рівнянь першого порядку, розв'язки яких належать до комплексного простору Гельдера Cn+1,α, де  ціле n ≥ 0, а 0 ≤ α ≤ 1. Другий є максимально широким класом для систем диференціальних рівнянь порядку r ≥ 2, розв'язки яких належать до комплексного простору n + r разів неперервно диференційовних функцій. Крайові задачі з цих класів названо тотальними щодо вказаних просторів. Показано, що ці задачі є фредгольмовими з індексом нуль на парах відповідних просторів і встановлено критерій однозначної розв'язності цих задач. Для введених тотальних крайових задач, залежних від малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерій неперервності за параметром розв'язків при ε = 0 у вказаних нормованих просторах відповідно. Доведено, що похибка і нев'язка розв'язків мають однаковий порядок малості при ε → 0. Уведено нові широкі класи багатоточкових лінійних крайових задач, залежних від малого параметра ε. Для їх розв'язків встановлено явні достатні умови неперервності за параметром при при ε → 0 у просторі Гельдера Cn+1,α при 0 < α ≤ 1 для систем диференціальних рівнянь першого порядку і у просторі n + r разів неперервно диференційовних функцій для систем диференціальних рівнянь довільного порядку r. В останньому випадку показано, що ці умови є і достатними. Доведено, що розв'язки одновимірних лінійних крайових задач з досить широкого класу допускають апроксимацію розв'язками багатоточкових крайових задач у просторах неперервно диференційовних функцій.
Наукова новизна і цінність роботи
У роботі удосконалено відомі та розроблено нові методи дослідження крайових задач для диференціальних рівнянь. Дослідження еліптичних крайових задач, проведене в роботі, грунтується на методі інтерполяції з функціональним параметром пар гільбертових просторів, зокрема, просторів Соболєва та Хермандера. Застосування цього методу до багатовимірних крайових задач було систематично впроваджено в Інституті математики НАН України в останнє десятиліття, у тому числі і авторами роботи А.В. Аноп та І.С. Чепурухіною. На основі цього методу уведено нові класи гільбертових функціональних просторів, зручні для дослідження еліптичних крайових задач. Це – уточнена соболєвська шкала і розширена соболєвська шкала, які складаються з ізотропних просторів Хермандера, а також шкала просторів Хермандера – Ройтберга. На ці шкали поширено відомі методи Ж.Л. Ліонса, Е. Мадженеса і Ю.М. Березанського, С.Г. Крейна, Я.А. Ройтберга дослідження еліптичних крайових задач. За допомогою цих методів А.В. Аноп вдалося побудувати теорію розв’язності загальних еліптичних крайових задач у просторах Хермандера, що утворюють розширену соболєвську шкалу, а І.С. Чепурухіній – побудувати теорію розв’язності у просторах Хермандера еліптичних крайових задач з додатковими функціями у крайових умовах. Частина отриманих результатів є новою і для класичних просторів Соболєва.
Окрім того, у роботі використано і розвинено методи функціонального аналізу дослідження крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь. Систематичне застосування методів теорії операторів та шкал функціональних просторів дозволило виділити широкі класи одновимірних лінійних крайових задач, які є фредгольмовими на парах вибраних функціональних просторів і володіють важливою властивістю – неперервністю за параметром розв'язків у цих просторах. Ця методика дослідження одновимірних крайових задач розроблена в останні роки в Інституті математики, зокрема, зусиллями одного із авторів роботи В.О. Солдатова.  Ним уведено і досліджено максимально широкі класи  лінійних крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь, розв'язки яких пробігають нормовані простори неперервно диференційовних функцій або простори Гельдера – Зігмунда. Для уведених задач, залежних від параметру, встановлено конструктивні критерії неперервності за параметром розв'язків у цих просторах.
Робота має теоретичний характер. Її результати та методи їх отримання знаходять застосування у теорії диференціальних рівнянь і в математичній фізиці, зокрема, у спектральній теорії еліптичних диференціальних операторів, у теорії параболічних початково-крайових задач, у спектральній теорії крайових задач математичної фізики. Усі результати є новими, мають пріоритетний характер. Вони доповідалися на різних міжнародних наукових конференціях і наукових семінарах.
Основні результати роботи
· Доведено теореми про нетеровість загальних еліптичних крайових задач у просторах Хермандера, які утворюють розширену соболєвську шкалу, та породжені цими задачами ізоморфізми (А.В. Аноп).
· Встановлено нові апріорні оцінки узагальнених розв'язків цих задач і доведено теореми про їх локальну регулярність в розширеній соболєвській шкалі (А.В. Аноп).

· Доведено теорему про коректну розв'язність еліптичних з параметром крайових задач у цій шкалі і встановлено двосторонні апріорні оцінки розв'язків зі сталими, не залежними від параметра (А.В. Аноп).
· Доведено теорему про нетеровість еліптичних за Лавруком крайових задач у просторах Хермандера та породжені цими задачами ізоморфізми (І.С. Чепурухіна).
· Встановлено теореми про нетеровість цих задач і породжені ними ізоморфізми у двобічній уточненій соболєвській шкалі, модифікованій за Ройтбергом (І.С. Чепурухіна).
· Встановлено нові апріорні оцінки узагальнених розв'язків еліптичних за Лавруком крайових задач та доведено теореми про локальну регулярність цих розв'язків у просторах Хермандера та їх модифікаціях за Ройтбергом (І.С. Чепурухіна)
· Знайдено нові достатні умови неперервності узагальнених похідних (заданого порядку) розв'язків еліптичних крайових задач, зокрема, достатні умови класичності узагальнених розв'язків (А.В. Аноп, І.С. Чепурухіна).
· Доведено теореми  типу Ліонса – Мадженеса про нетеровість еліптичних крайових задач у просторах Хермандера і Соболєва, які містять нерегулярні розподіли (А.В. Аноп, І.С. Чепурухіна).
· Введено і досліджено максимально широкі класи  лінійних крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь, розв'язки яких пробігають нормовані простори неперервно диференційовних функцій або простори Гельдера – Зігмунда. Доведено, що ці задачі є фредгольмовими на відповідних парах зазначених функціональних просторів і знайдено критерії їх коректної розв'язності (В.О. Солдатов).  

· Для уведених задач, залежних від параметру, встановлено конструктивні критерії неперервності за параметром розв'язків у вказаних просторах. Окрім того, доведено, що похибка і нев'язка розв'язків мають однаковий порядок малості (В.О. Солдатов).
· Введено i досліджено нові широкі класи одновимірних лінійних багатоточкових крайових задач, залежних від параметра. Встановлено явні достатні умови неперервності за параметром розв'зків цих задач у просторах неперервно диференційовних функцій та просторах Гельдера (В.О. Солдатов).
· Доведено, що розв'язки одновимірних лінійних крайових задач з досить широкого класу допускають апроксимацію розв'язками багатоточкових крайових задач у просторах неперервно диференційовних функцій (В.О. Солдатов).
Публікації результатів роботи та їх цитування
Робота складається з 53 наукових праць, опублікованих у 2013 – 2017 роках, серед яких 25 статей  у провідних  вітчизняних та міжнародних фахових виданнях та 28 тез наукових конференцій, переважно міжнародних. У міжнародних журналах опубліковано 8 статей. Загальний обсяг публікацій – 501 с. 
Усі публікації є реферованими та мають у міжнародній наукометричній базі даних Google Scholar 103 цитування, h-індекс = 7. У міжнародній наукометричній базі даних SCOPUS зазначено 4 публікації, які мають загалом  19 цитувань та  h-індекс =3. У міжнародній наукометричній базі даних Web of Science вказано 7 публікацій, які мають загалом 30 цитувань та h-індекс = 4. У міжнародній наукометричній базі даних робіт з математики та теоретичної механіки MathSciNet міститься 9 публікацій, які мають загалом 40 цитувань та h-індекс = 4.
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