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Вступ
Розробка обґрунтованих та ефективних чисельних методів аналізу багатокомпонентних пружних систем за умов контактної взаємодії актуальна для багатьох галузей науки і техніки, зокрема машинознавства, будівельної індустрії, біомеханіки та геофізики. Ускладнення механізмів, машин та будівельних конструкцій, яке пов’язане з розвитком транспорту, освоєнням надр, океану та космосу, призводить до необхідності розрахунку складних механічних конструкцій з умовами неідеального контакту.

Односторонній контакт пружних тіл моделюють крайовими задачами для рівнянь теорії пружності з крайовими умовами у вигляді нерівностей, а в слабкій постановці – варіаційними нерівностями. Вони є нелінійними, оскільки зони контакту – наперед невідомі.

Ефективні чисельні методи розв’язування контактних задач ґрунтуються на теорії варіаційних нерівностей, започаткованій у роботах А. Сіньоріні, Г. Стампаккії, Г. Фікери та Ж.-Л. Ліонса, розвинутій та узагальненій у монографіях К. Байоккі та А. Капело; І. Главачека, Я. Гаслінґера, І. Нечаса, Я. Ловішека; Г. Дюво та Ж.-Л. Ліонса; І. Екланда і Р. Темама; Д. Кіндерлерера та Г. Стампаккії; Ж.-Л. Ліонса та Е. Мадженеса; Ж. Сеа. Методи чисельного розв’язування варіаційних нерівностей розвивали Р. Ґловінскі, Ж.-Л. Ліонс, Р. Тремольєр, П. Панагіотопулос, N. Kikuchi, J. T. Oden. Зокрема, метод штрафу для розв’язування варіаційних нерівностей розвинуто у роботах Р. Ґловінскі, Ж.-Л. Ліонса, Ж. Сеа, Р. Тремольєра. Для чисельного розв’язування еліптичних варіаційних нерівностей другого порядку у поєднанні з методом фіктивних областей його використовували С. А. Войцеховський, І. П. Гаврилюк, С. І. Ляшко, В. C. Саженюк, І. В. Сергієнко.

Варіаційні методи для чисельного розв’язування контактних задач та задач для багатошарових тіл розвинуто в працях М. В. Банічука, Б. А. Галанова, В. А. Ковтуненка, О. С. Кравчука, В. І. Кузьменка, Г. І. Львова, О. М. Хлуднєва, N. Kikuchi, J. T. Oden та інших вчених.

Ефективним підходом до дослідження фізико-механічних полів у складних областях є методи декомпозиції області (МДО), які зводять розв’язування крайових задач математичної фізики у всій області до розв’язування крайових задач в окремих підобластях. У випадку, коли задачі в окремих підобластях на кожній ітерації можна розв’язувати незалежно одну від одної, такі МДО називають паралельними. Схеми декомпозиції області також класифікують за типом граничних умов, що задаються на спільних межах підобластей. Якщо на спільних межах задано крайові умови першого роду, такі схеми МДО називають схемами Діріхле. Крайовим умовам другого та третього роду відповідають методи декомпозиції області Неймана та Робіна (Пуанкаре). Перевагами МДО є можливість організації паралельних обчислень та засто​сування різних математичних моделей та методів для окремих підобластей. 
Важливі результати у напрямку розвитку методів декомпозиції області для розв’язування лінійних задач математичної фізики отримано у роботах В. І. Агошкова, В. Е. Кацнельсона, Е. Й. Матєєвої, В. В. Меньшикова, Б. В. Пальцева, Л. Б. Цвіка, P. Avery, R. Bank, P. E. Bjørstad, M. El-Gebeily, W. Elleithy, C. Farhat, W. D. Gropp, I. Herrera, M. Holst, S. Hüeber, R. Krause, A. Quarteroni, B. F. Smith, A. Toselli, A. Valli, O. Widlund, B. Wohlmuth та інших авторів. Свідченням актуальності та важливості МДО є постійно діюча з 1987 року всесвітня конференція "Domain Decomposition Methods".

Однак, для крайових задач з обмеженнями у вигляді нерівностей на межі підобластей, які у слабкому формулюванні описуються варіаційними нерівностями і є нелінійними, методи декомпозиції області розвинуті недостатньо. Серед досліджень у цьому напрямку потрібно вказати роботи P. Alart, P. Avery, G. Bayada, J. Daněk, Z. Dostál, C. Farhat, C. Eck, J. Haslinger, D. Horák, S. Hüeber, M. Ipopa, J. Koko, T. Kozubek, R. Krause, R. Kučera, J. Sabil, T. Sassi, J. Schöberl, D. Stefanica, B. Wohlmuth, у більшості з яких декомпозицію здійснено на дискретному рівні та на кожному ітераційному кроці алгоритмів МДО необхідно розв’язувати нелінійні задачі.

У роботах T. Sassi, G. Bayada, J. Sabil, M. Ipopa, J. Haslinger, R. Kučera, B. Wohlmuth та їхніх учнів на континуальному рівні розроблено низку ітераційних алгоритмів МДО для розв’язування задач одностороннього контакту двох лінійно пружних тіл. Ці алгоритми полягають у розв’язуванні на кожній ітерації нелінійної задачі одностороннього контакту з жорсткою поверхнею (задачі Сіньйоріні) для одного тіла, а для іншого – задачі лінійної теорії пружності з умовами Неймана або Діріхле на зоні можливого контакту або задачі Сіньйоріні. У працях J. Koko для задачі про контакт двох лінійно пружних тіл запропоновано континуальний метод декомпозиції області, що базується на застосуванні поповненого Лаґранжіана та блочного алгоритму Удзави. 

Також, мало вивченими є питання про побудову та математичне обґрунтування алгоритмів декомпозиції області і для інших нелінійних задач математичної фізики, таких як задачі нелінійної теорії пружності та пластичності, задачі про контакт через нелінійні покриття. Роботи у цьому напрямку у світовій літературі майже відсутні.
Метою циклу наукових праць кандидата фізико-математичних наук, старшого наукового співробітника відділу математичних проблем контактної механіки ІППММ ім. Я. С. Підстригача НАН України І. І. Прокопишина є розробка та математичне обґрунтування нових паралельних методів декомпозиції області для розв’язування нелінійних варіаційних нерівностей та рівнянь, що моделюють задачі про односторонній контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих шарів, теоретичне доведення збіжності цих методів, їх програмна реалізація та апробація для вивчення закономірностей контактної взаємодії системи деформівних тіл.
Цикл наукових праць складається з 30 публікацій, з них 12 статей опубліковано у фахових вітчизняних та закордонних виданнях, одна – у журналі з імпакт-фактором, 5 статей реферовано у базі даних SCOPUS. За даними бази SCOPUS загальний індекс цитування складає 8, а індекс Гірша дорівнює 2.

Статті опубліковано у таких періодичних виданнях, як Математичні методи та фізико-механічні поля, Прикладна механіка, Фізико-хімічна механіка матеріалів, Lecture Notes in Computational Science and Engineering, Проблеми обчислювальної механіки і міцності конструкцій, Фізико-математичне моделювання та інформаційні технології та Вісник Львівського університету. Результати досліджень доповідалися І. І. Прокопишином на 18 міжнародних та всеукраїнських наукових конференціях, зокрема на 8th European Conference on Numerical Mathematics and Advanced Applications ENUMATH 2009, м. Уппсала (Швеція), 2009 р., 20th International Conference on Domain Decomposition Methods (DD20), м. Сан-Дієґо (США), 2011 р., 21st International Conference on Domain Decomposition Methods (DD21), м. Ренн (Франція), 2012 р.

Наукова новизна
Наукова новизна результатів, отриманих у циклі наукових праць, полягає у наступному:

1) Здійснено варіаційні формулювання задач про односторонній та ідеальний механічний контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних просторових тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих вінклерівських шарів у вигляді нелінійних варіаційних нерівностей та рівнянь. Досліджено питання про існування та єдиність розв’язку цих задач.

2) Для розв’язування нелінійних варіаційних нерівностей для контактних задач, з використанням методу штрафу та ітераційних методів розв’язування варіаційних рівнянь, запропоновано на континуальному рівні ряд нових паралельних ітераційних алгоритмів декомпозиції області, що зводять розв’язування вихідної нелінійної задачі у всій області до ітераційного процесу паралельного розв’язування лінійних варіаційних рівнянь у окремих підобластях, які відповідають лінійним задачам теорії пружності з умовами Робіна на зонах можливого контакту. Встановлено умови збіжності більшості із запропонованих методів, та їх стійкості до похибок, які виникають на кожній ітерації. Показано, що швидкість збіжності стаціонарних МДО в енергетичній нормі є лінійною.
3) Запропоновано методику чисельної реалізації розроблених МДО для плоских контактних задач на основі скінченноелементних апроксимацій на лінійних і квадратичних трикутних елементах та лінійних граничноелементних апроксимацій. Розроблено програмний комплекс, який реалізує запропоновані методи для плоских задач про односторонній та (або) ідеальний механічний контакт двох та трьох лінійно пружних анізотропних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих вінклерівських шарів.

4) Проведено чисельні дослідження низки тестових та практичних задач, які підтвердили теоретичні висновки щодо збіжності запропонованих методів та дозволили виявити нові механічні ефекти.

Зміст роботи
У циклі наукових праць І. І. Прокопишина запропоновано новий клас паралельних методів декомпозиції області типу Робіна для розв’язування задач про односторонній та ідеальний контакт багатьох лінійних та нелінійно пружних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих вінклерівських шарів, доведено збіжність цих методів та здійснено їх числову реалізацію на основі методів скінченних та граничних елементів.
Спершу зазначені вище МДО були розроблені автором для задач про односторонній контакт лінійно пружних тіл без нелінійних покриттів, а пізніше були узагальнені ним для складніших контактних задач.
Задача про односторонній контакт багатьох пружних тіл описуються крайовою задачою, яка включає рівняння рівноваги, співвідношення Коші та закон Гука, задані кінематичні (умови типу Діріхле) та статичні (умови типу Неймана) крайові умови на поверхнях тіл, а також умови нерозтягнення, відсутності тертя, непроникнення та контактної альтернативи на зонах можливого контакту. Останні чотири умови описують односторонній контакт тіл без тертя, дві з них мають форму нерівностей. Ця задача є нелінійною навіть для випадку лінійно пружних тіл, оскільки зони контакту – наперед невідомі.
У роботах А. С. Кравчука та В. І. Кузьменка показано, що задачі контактної взаємодії кількох пружних тіл еквівалентні в слабкому розумінні варіаційній нерівності на опуклій замкнутій множині кінематично допустимих переміщень або задачі мінімізації функціонала Лаґранжа на цій множині.
Для зведення задачі квадратичної мінімізації на опуклій замкнутій множині кінематично допустимих переміщень, що відповідає вихідній контактній задачі, до задачі безумовної мінімізації І. І. Прокопишином застосовано метод штрафу. У результаті отримано задачу мінімізації  функціоналу зі штрафом у вихідному гільбертовому просторі. Встановлено умови існування і єдиності розв’язку цієї задачі та показано, що вона еквівалентна нелінійному варіаційному рівнянню у гільбертовому просторі. Доведено теорему про сильну збіжність розв’язку цього нелінійного варіаційного рівняння за параметром штрафу до розв’язку варіаційної нерівності, що відповідає вихідній контактній задачі. 
Для розв’язування абстрактних нелінійних варіаційних рівнянь у рефлексивних банахових просторах запропоновано клас неявних стаціонарних і нестаціонарних параметричних ітераційних методів, які полягають у розв’язуванні на кожній ітерації лінійних варіаційних рівнянь. Доведено теорему про умови сильної збіжності цих методів та встановлено інтервали допустимих значень ітераційних параметрів. Показано, що швидкість збіжності стаціонарних ітераційних методів у енергетичній нормі є лінійною. Доведено теорему про стійкість запропонованих методів до похибок, що виникають на кожній ітерації.
На основі цих результатів, для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння зі штрафом, що відповідає вихідній контактній задачі, запропоновано такі нові варіанти стаціонарних і нестаціонарних ітераційних методів, які на кожному кроці ітераційного процесу реалізують декомпозицію задачі за підобластями. Ці методи зводять розв’язування вихідної задачі про односторонній контакт без тертя багатьох лінійно пружних тіл до паралельного розв’язування на кожному ітераційному кроці лінійних варіаційних рівнянь в окремих тілах (підобластях), що відповідають задачам лінійної теорії пружності з умовами Робіна (Пуанкаре) на зонах можливого контакту. Тому ці МДО відносяться до паралельних схем декомпозиції області типу Робіна.
Отримано декілька часткових варіантів цих МДО, зокрема паралельну схему типу Неймана та нестаціонарну паралельну схему типу Діріхле. Доведено теорему про сильну збіжність запропонованих методів декомпозиції області. Встановлено, що швидкість збіжності стаціонарних МДО у деякій енергетичній нормі є лінійною. Доведено, що стаціонарні схеми декомпозиції області збігаються при довільному початковому наближенні.
Позитивними сторонами запропонованих методів декомпозиції області є регуляризація вихідної контактної задачі завдяки застосуванню методу штрафу та простота алгоритмів. Вони мають лише один ітераційний цикл, у якому ітерація по областях поєднується з ітерацією розв’язування нелінійної контактної задачі. Оскільки ці методи отримано на континуальному рівні, то їхня швидкість збіжності мало залежить від вибору чисельного методу для розв’язування задач в окремих підобластях. Розроблені МДО дозволяють організувати паралелізацію обчислень та застосувати оптимальні математичні моделі (пружне тіло, теорія оболонок) та чисельні методи (метод скінчених елементів, метод граничних елементів) для кожного з тіл. 
Далі автором було здійснено узагальнення отриманих МДО для розв’язування задач про односторонній контакт нелінійно пружних тіл, коли співвідношення між деформаціями і напруженнями є нелінійними. 
У слабкому розумінні такі задачі еквівалентні нелінійній варіаційній нерівності на опуклій замкнутій множині кінематично допустимих переміщень або задачі мінімізації неквадратичного функціонала на цій множині. Методом штрафу ці варіаційні задачі зведено до задачі безумовної мінімізації у вихідному гільбертовому просторі, яка еквівалентна нелінійному варіаційному рівнянню зі штрафом. Доведено теорему про існування і єдиність розв’язку такого варіаційного рівняння, а також теорему про сильну збіжність цього розв’язку до слабкого розв’язку вихідної контактної задачі при прямуванні параметру штрафу до нуля.

Для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння зі штрафом, що відповідає задачі про односторонній контакт багатьох нелінійно пружних тіл, запропоновано два класи нестаціонарних паралельних ітераційних методів декомпозиції області типу Робіна.
У схемах декомпозиції області першого класу на кожному ітераційному кроці необхідно паралельно розв’язувати лінійні варіаційні рівняння, що відповідають задачам теорії пружності з умовами Робіна на зонах можливого контакту та додатковими об'ємними силами у тілах.
Для побудови МДО другого класу застосовано крім перших, ще й другі диференціали Ґато неквадратичного функціонала, що відповідає сумарній енергії нелінійної деформації системи тіл. У цих МДО на кожному ітераційному кроці необхідно розв’язувати лінійні варіаційні рівняння з умовами Робіна на зонах можливого контакту, додатковими об’ємними силами та модифікованими лівими частинами. Ці методи декомпозиції області можна трактувати як певну модифікацію неявного напівгладкого методу Ньютона з параметром для нелінійних варіаційних рівнянь. Їхня швидкість збіжності буде вищою за швидкість збіжності МДО першого класу.
Також, описані вище методи декомпозиції області були узагальнені на випадок задач про контакт нелінійно пружних тіл за наявності нелінійних поверхневих шарів вінклерівського типу. У цьому випадку на поверхні тіл виникають додаткові переміщення, які нелінійно залежать від нормальних напружень. Вони можуть моделювати нелінійне покриття, клейовий прошарок або мікронерівності на поверхнях контактуючих тіл. 

Здійснено варіаційне формулювання цієї задачі у вигляді нелінійної варіаційної нерівності на опуклій замкненій множині кінематично допустимих переміщень, а також альтернативне еквівалентне формулювання у вигляді нелінійного варіаційного рівняння у гільбертовому просторі. Показано, що ці варіаційні формулювання у слабкому розумінні еквівалентні задачі теорії пружності з деякими нелінійними крайовими умовами на ділянках можливого контакту. Встановлено умови існування та єдиності розв’язку отриманих варіаційних задач.
Зазначимо, що у випадку цієї контактної задачі немає потреби застосовувати метод штрафу, оскільки роль штрафного доданку в нелінійному варіаційному рівнянні відіграє диференціал Ґато функціонала, який відповідає енергії пружної деформації поверхневих шарів. 
Для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння, що відповідає задачі про односторонній контакт через нелінійні поверхневі шари багатьох пружних тіл, на континуальному рівні запропоновано низку нових паралельних нестаціонарних ітераційних методів декомпозиції області типу Робіна, які узагальнюють МДО для контактних задач без поверхневих шарів. Деякі з отриманих схем МДО можна трактувати як певні модифікації неявного напівгладкого методу Ньютона з ітераційними параметрами. Доведено збіжність окремих з них.
Подібні МДО на основі методу штрафу та ітераційних методів для нелінійних варіаційних рівнянь розроблено також і для простіших задач з умовами ідеального механічного контакту. Здійснено їхнє математичне обґрунтування і доведено теореми про збіжність, запропоновано способи вибору нестаціонарних параметрів. Також запропоновано двокрокові ітераційні схеми декомпозиції області на основі методу спряжених ґрадієнтів. Показано зв’язок між МДО на основі методу штрафу та класичними схемами декомпозиції області без штрафу. Зокрема, для паралельної схеми Неймана декомпозиції області здійснено граничний перехід за пара​метром штрафу та отримано пара​лельну схему Неймана без штрафу.
Практичні результати

У циклі наукових праць запропоновано методику чисельної реалізації отриманих методів декомпозиції області на основі методів скінченних та граничних елементів, а також методу мортарних елементів для випадку несумісних апроксимацій на межах підобластей. 

На мові програмування Object Pascal розроблено програмний комплекс, який реалізує запропоновані МДО для випадку плоских задач про односторонній та (або) ідеальний механічний контакт двох та трьох лінійно пружних анізотропних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих вінклерівських шарів. Для розв’язування лінійних задач в окремих тілах (підобластях) використано метод скінченних елементів з лінійними та квадратичними апроксимаціями на трикутних елементах, а також прямий метод граничних елементів з лінійними апроксимаціями.

За допомогою цього програмного комплексу розв’язано низку тестових та нових практичних задач:

· задачу про стиск двох ізотропних пружних тіл;

· задачу про односторонній контакт двох трансверсально-ізотропних тіл;

· задачу про симетричний контакт двох прямокутних пружних тіл з центральною виїмкою;

· задачу про односторонній контакт двох неоднорідних багатошарових тіл, що моделюють геологічні структури;

· задачу про односторонній контакт трьох ізотропних тіл, обтиснених жорсткими плитами;

· задачу про згин трьохшарової плити;

· задачу про односторонній контакт двох пружних тіл з виїмками з урахуванням мікроструктури поверхні тіл;

· та інші контактні задачі.

Досліджено чисельну ефективність розроблених МДО для цих задач. Достовірність отриманих чисельних результатів підтверджена шляхом порівняння розв’язків ряду задач з альтернативними розв’язками інших авторів.
Проведено аналіз швидкості збіжності різних схем МДО, вивчено її залежність від ітераційних параметрів. Встановлено, що найкращу швидкість збіжності має нестаціонарна паралельна схема типу Діріхле, яка збігається для найширшого діапазону ітераційних параметрів, а найповільнішою є паралельна схема типу Неймана.

Досліджено вплив згущення скінченноелементного розбиття та величини параметра штрафу на точність чисельних розв’язків. Встановлено, що для підвищення точності чисельного розв’язку необхідно одночасно згущувати сітку та зменшувати параметр штрафу. 

Встановлено, що збільшення кількості скінченних елементів мало впливає на швидкість збіжності ітераційних схем МДО. Це пояснюється тим, що схеми МДО реалізовані на континуальному рівні і мало залежать від методів дискретизації у підобластях.

Проведені чисельні дослідження показали добре узгодження результатів із теоретичними висновками про збіжність запропонованих схем МДО.

Здійснено низку механічних досліджень розглянутих задач. Зокрема, вивчено вплив зовнішніх навантажень, пружних параметрів тіл, параметрів нелінійних поверхневих шарів та геометричних параметрів на нормальні контактні напруження і переміщення, форму міжконтактного зазору та еквівалентні напруження всередині тіл. Виявлено низку нових механічних ефектів для тіл скінченних розмірів.

Розроблений програмний комплекс має значну практичну цінність. Його можна застосувати до широкого класу практичних контактних задач, які виникають у геології, будівництві, біомеханіці, машинобудуванні та інших галузях.

Висновки
У циклі наукових праць розглянуто задачі про односторонній та ідеальний контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих шарів вінклерівського типу. Здійснено варіаційні формулювання цих задач у вигляді нелінійних варіаційних нерівностей та рівнянь. Досліджено умови існування та єдиності їх розв’язку. Для розв’язування цих задач з використанням методу штрафу та неявних стаціонарних і нестаціонарних ітераційних методів для нелінійних варіаційних рівнянь запропоновано на континуальному рівні низку нових паралельних ітераційних методів декомпозиції області типу Робіна (Пуанкаре). Доведено теореми про збіжність більшості із запропонованих методів, та їх стійкість до похибок, які виникають на кожній ітерації. Показано, що швидкість збіжності стаціонарних МДО в енергетичній нормі є лінійною. 
Розроблені методи декомпозиції області типу Робіна є новими і не мають аналогів. Їх теоретичне значення виходить далеко за рамки розглянутих контактних задач, оскільки ці методи побудовано для абстрактних варіаційних нерівностей та рівнянь у банахових просторах.

Здійснено програмну реалізацію запропонованих методів для плоских контактних задач з використанням скінченноелементних та граничноелементних апроксимацій. Чисельний аналіз низки тестових та практичних задач показав ефективність розробленого підходу та дозволив виявити ряд нових механічних ефектів.

Позитивними сторонами розроблених методів декомпозиції області є простота алгоритмів, можливість організовувати паралельні обчислення та застосовувати оптимальні моделі (пружне тіло, теорія оболонок) та методи (метод скінченних елементів, метод граничних елементів) в окремих підобластях. Ці методи мають лише один ітераційний цикл, який поєднує як декомпозицію за підобластями так і лінеаризацію нелінійних умов контакту та нелінійних фізичних співвідношень. Оскільки ці МДО отримано на континуальному рівні, то їхня швидкість збіжності практично не залежить від чисельного методу для розв’язування задач у окремих підобластях. 

Запропоновані у циклі праць методи декомпозиції області можна узагальнити для задач контакту пружно-пластичних тіл і контактних задач з урахуванням кулонівського тертя. Розроблений програмний комплекс можна застосувати для розв’язування реальних контактних задач, що виникають у геології, будівництві, машинобудуванні, біомеханіці та інших галузях.
Загальна кількість публікацій, що увійшли до циклу наукових праць дорівнює 30.
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