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Вступ
Розробка обґрунтованих та ефективних чисельних методів аналізу багатоелементних механічних систем, складених з масивних та тонкостінних пружних елементів з умовами ідеального та неідеального контакту між ними, є актуальною для багатьох галузей науки і техніки, зокрема машинознавства, геомеханіки, будівельної індустрії та біомеханіки. 
Чисельні методи розв’язування контактних задач ґрунтуються на теорії варіаційних нерівностей, започаткованій у роботах А. Сіньоріні, Г. Стампаккії, Г. Фікери та Ж.-Л. Ліонса. 
Ефективним підходом до дослідження фізико-механічних полів у складних областях є методи декомпозиції області (МДО), які зводять розв’язування крайових задач математичної фізики у всій області до розв’язування крайових задач в окремих підобластях. Перевагами МДО є можливість організації паралельних обчислень та застосування різних математичних моделей та методів для окремих підобластей. 
Однак, для крайових задач з обмеженнями у вигляді нерівностей на межі підобластей, які у слабкому формулюванні описуються варіаційними нерівностями, методи декомпозиції області розвинуті недостатньо. Серед досліджень у цьому напрямку потрібно вказати роботи P. Alart, P. Avery, G. Bayada, J. Daněk, Z. Dostál, C. Farhat, C. Eck, J. Haslinger, D. Horák, S. Hüeber, M. Ipopa, J. Koko, T. Kozubek, R. Krause, R. Kučera, J. Sabil, T. Sassi, J. Schöberl, D. Stefanica, B. Wohlmuth, у більшості з яких декомпозицію здійснено на дискретному рівні. У світовій літературі майже відсутні роботи по розробці МДО для контактних задач нелінійної теорії пружності.

У циклі наукових праць запропоновано та математично обґрунтовано нові паралельні методи декомпозиції області типу Робіна для розв’язування варіаційних нерівностей та рівнянь, що моделюють задачі про контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих шарів, доведено збіжність цих методів та здійснено їх програмну реалізацію і апробацію. 
Також мало вивченими є питання про розробку ефективних чисельних методів розв’язування задач про деформування пружних систем, окремі елементи яких відрізняються між собою механічними властивостями та фізичними розмірами. Такі задачі виникають у геомеханіці, медицині, біології та інших галузях науки.
На сьогодні розв’язано велику кількість задач теорії пружності з тонкими включеннями та покриттями. Серед досліджень у цьому напрямку варто виділити праці I. Babuška, Ph. G. Ciarlet, В. М. Александрова, Г. Т. Сулима та інших вчених. Проте розроблені методи не дозволяють розглянути випадок, коли тонке включення виходить за межі основної частини, а відношення товщини включення до товщини масивного тіла знаходиться в межах 1:20 – 1:50. 
У циклі праць запропоновано моделювати стан включення співвідношеннями теорії оболонок Тимошенка. Таке припущення зменшує розмірність задачі у включенні та дозволяє враховувати згинальні моменти у ньому. На цій основі запропоновано комбінований скінченно-гранично​елементний алгоритм декомпозиції області. Доведено збіжність цього алгоритму, здійснено його чисельну реалізацію та апробацію.
У випадку застосування вищезгаданих методів до задач теорії пружності чи контактної взаємодії з сингулярними розв’язками для отримання результату з достатньою точністю необхідно проводити порівняно дрібну дискретизацію, що призводить до значного збільшення обчислювальних затрат. Саме тому актуальним є питання розробки адаптивних схем методів, які автоматично враховують особливості розв’язку і зменшують кількість ступенів вільності дискретизованої задачі. Найпоширеніша з цих схем – h-адаптація, яка реалізовує вище згадане шляхом локального згущення або розрідження сітки.  Вагомий внесок у розвиток адаптивних схем методу скінченних елементів (МСЕ) зробили С. О. Лук’яненко, Г. А. Шинкаренко, С. И. Репин, В. А. Рукавишников, N. Kikuchi, P. Solin, R. Rannacher, E. Rank, M. A. Ainsworth, J. T. Oden, O. C. Zienkiewicz, J. E. Flaherty, I. Babuška, L. Demkowicz, C. Carstensen, W. L. Wendland та інші вчені. Важливі результати досліджень адаптивних методів граничних елементів (МГЕ) є у працях C. Carstensen, N. Kamiya, G. H. Paulino, E. Rank, W. L. Wendland, G. C. Hsiao, O. Steinbach. Водночас адаптація в аспекті поєднання МГЕ та МСЕ розвинута лише в напрямку декомпозиції області на частини, де окремо використовується або МГЕ, або МСЕ. Адаптивна схема з використанням обох методів без декомпозиції області зустрічається лише в роботах O. Steinbach.
Таким чином, поєднання МСЕ та МГЕ для отримання ефективних адаптивних схем на цей час майже не досліджено та потребує ґрунтовного вивчення. 
У циклі наукових праць розроблено і теоретично обґрунтовано нові скінченно-граничноелементні h-адптивні обчислювальні схеми для розв’язування задач теорії пружності та контактних задач. Здійснено програмну реалізацію цих схем та показано їх ефективність.
Мета циклу наукових праць – розробка математичних моделей деформування багатоелементних механічних конструкцій, складених з масивних та тонкостінних пружних елементів за умов ідеального та одностороннього контакту між ними, дослідження коректності цих моделей, а також розробка та математичне обґрунтування нових ефективних комбінованих скінченно-граничноелементних методів декомпозиції області та h-адаптації для розв’язування варіаційних задач, що описують ці моделі, теоретичне доведення збіжності цих методів, їх програмна реалізація та апробація для встановлення закономірностей контактної взаємодії системи деформівних тіл та тонких включень.
Цикл наукових праць складається з 68 публікацій, серед яких 25 статей. Зокрема, 22 статті опубліковано у фахових вітчизняних та закордонних виданнях, одна – у журналі з імпакт-фактором, 7 статей реферовано у наукометричній базі Scopus. За даними бази Scopus загальна кількість цитувань робіт циклу рівна 12, а індекс Гірша дорівнює 2. Згідно бази даних Google Scholar роботи процитовано 68 разів, а їх індекс Гірша дорівнює 5.

Результати досліджень доповідалися авторами на 43 міжнародних та Всеукраїнських наукових конференціях і симпозіумах, зокрема в Австрії, Польщі, США, Франції та Швеції.
Обґрунтування об’єднання наукових праць у єдиний цикл. Поєднання розроблених у наукових працях І. І. Прокопишина, А. О. Стягара та Ю. О. Ящука алгоритмів породжує клас нових ефективних чисельних методів розв’язування задач контактної взаємодії пружних тіл на основі комбінування методів граничних та скінченних елементів за допомогою декомпозиції області з використанням h-адаптивних схем. Виконані математичні обґрунтування у вигляді лем і теорем та практичні результати застосування запропонованих методів формують цілісний цикл наукових праць.
Наукова новизна результатів, отриманих у циклі наукових праць, полягає у наступному:
1) Здійснено нові варіаційні формулювання задач про односторонній та ідеальний механічний контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних просторових тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих вінклерівських шарів у вигляді нелінійних варіаційних нерівностей та рівнянь. Досліджено питання про існування та єдиність розв’язку цих задач.
2) Для розв’язування нелінійних варіаційних нерівностей для контактних задач, з використанням методу штрафу та ітераційних методів розв’язування варіаційних рівнянь, запропоновано на континуальному рівні ряд нових паралельних ітераційних алгоритмів декомпозиції області типу Робіна. Встановлено умови збіжності запропонованих методів та їх стійкості до похибок, які виникають на кожній ітерації. 
3) Запропоновано методику чисельної реалізації розроблених МДО для плоских контактних задач на основі скінченноелементних та граничноелементних апроксимацій. 
4) Для задач теорії пружності запропоновано новий оцінювач похибки напружень МСЕ, що ґрунтується на порівнянні значень, отриманих МСЕ та МГЕ, та на його основі побудовано локально визначений критерій адаптації сітки.
5) Запропоновано скінченно-граничноелементну адаптивну схему для розв’язування задач теорії пружності та про контакт пружних тіл, що використовує розроблений критерій.
6) Теоретично обґрунтовано коректність такого оцінювача похибки та умови його застосування в адаптивній схемі.
7) Сформульовано нові крайові задачі для пружного тіла з тонким включенням або покриттям у вигляді систем інтегральних і диференціальних рівнянь різної розмірності за просторовими змінними, записано відповідне рівняння Стєклова-Пуанкаре та досліджено коректність поставленої задачі.
8) Розроблено алгоритм декомпозиції області для розв’язування задач про деформування пружних тіл з тонкими включеннями та покриттями. Доведено збіжність цього алгоритму.
9) Побудовано схему МГЕ-МСЕ для аналізу плоских задач для пружних тіл з тонкими включеннями із використанням апроксимаційних функцій-бульбашок та алгоритму декомпозиції області.
10) Розроблено програмні комплекси, які реалізують запропоновані методи для плоских задач про односторонній та (або) ідеальний механічний контакт двох та трьох лінійно пружних анізотропних тіл за можливої наявності тонких включень і покриттів та нелінійних поверхневих вінклерівських шарів.
11)  Проведено чисельні дослідження низки тестових та практичних задач, які підтвердили теоретичні висновки щодо збіжності запропонованих методів, продемонстрували ефективність застосування запропонованого оцінювача похибки та h-адаптивної схеми на його основі, дозволили виявити нові механічні ефекти.
Зміст роботи
У працях циклу, автором або співавтором яких є І. І. Прокопишин, здійснено нові варіаційні формулювання задач про ідеальний та односторонній контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих шарів, доведено теореми про існування і єдиність слабкого розв’язку цих задач. Запропоновано новий клас паралельних нестаціонарних ітераційних МДО типу Робіна для розв’язування таких контактних задач, доведено збіжність цих методів та здійснено їх програмну реалізацію на основі методів скінченних та граничних елементів. Проведено ряд чисельних експериментів, що показали ефективність цих методів та дозволили виявити нові механічні ефекти.
Спершу зазначені вище МДО були розроблені І. І. Прокопишиним для задач про односторонній контакт лінійно пружних тіл без нелінійних покриттів, а пізніше були узагальнені для складніших контактних задач.

Задачі про контакт кількох пружних тіл еквівалентні в слабкому розумінні варіаційній нерівності на опуклій замкнутій множині кінематично допустимих переміщень або задачі мінімізації функціонала Лаґранжа на цій множині. Для зведення задачі квадратичної мінімізації до задачі безумовної мінімізації І. І. Прокопишиним застосовано метод штрафу. У результаті отримано задачу мінімізації функціоналу зі штрафом у вихідному гільбертовому просторі. Встановлено умови існування і єдиності розв’язку цієї задачі та показано, що вона еквівалентна нелінійному варіаційному рівнянню у гільбертовому просторі. Доведено теорему про сильну збіжність розв’язку цього нелінійного варіаційного рівняння за параметром штрафу до розв’язку варіаційної нерівності, що відповідає вихідній контактній задачі.

Для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння зі штрафом, що відповідає вихідній контактній задачі, запропоновано новий клас стаціонарних і нестаціонарних ітераційних методів, які на кожному кроці ітераційного процесу реалізують декомпозицію задачі за підобластями. Ці методи зводять розв’язування вихідної задачі про односторонній контакт без тертя багатьох лінійно пружних тіл до паралельного розв’язування на кожному ітераційному кроці лінійних варіаційних рівнянь в окремих тілах (підобластях), що відповідають задачам лінійної теорії пружності з умовами Робіна (Пуанкаре) на зонах можливого контакту. Доведено теорему про умови сильної збіжності цих методів та встановлено інтервали допустимих значень ітераційних параметрів. Показано, що швидкість збіжності стаціонарних МДО у деякій енергетичній нормі є лінійною. Доведено, що стаціонарні схеми декомпозиції області збігаються при довільному початковому наближенні. запропоновано методику чисельної реалізації цих методів.
Далі у роботах І. І. Прокопишина було здійснено узагальнення отриманих МДО для розв’язування задач про односторонній контакт нелінійно пружних тіл. У слабкому розумінні такі задачі еквівалентні нелінійній варіаційній нерівності на опуклій замкнутій множині кінематично допустимих переміщень або задачі мінімізації неквадратичного функціонала на цій множині. Методом штрафу ці варіаційні задачі зведено до задачі безумовної мінімізації у вихідному гільбертовому просторі, яка еквівалентна нелінійному варіаційному рівнянню. Доведено теорему про існування і єдиність розв’язку такого варіаційного рівняння, а також теорему про сильну збіжність цього розв’язку до слабкого розв’язку вихідної контактної задачі при прямуванні параметру штрафу до нуля.

Для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння зі штрафом, що відповідає задачі про односторонній контакт багатьох нелінійно пружних тіл, запропоновано два класи нестаціонарних паралельних ітераційних методів декомпозиції області типу Робіна.

Також, описані вище методи декомпозиції області були узагальнені на випадок задач про контакт нелінійно пружних тіл за наявності нелінійних поверхневих шарів вінклерівського типу. У цьому випадку на поверхні тіл виникають додаткові переміщення, які нелінійно залежать від нормальних напружень. Вони можуть моделювати нелінійне покриття, клейовий прошарок або мікронерівності на поверхнях контактуючих тіл. Здійснено варіаційне формулювання цієї задачі у вигляді нелінійної варіаційної нерівності на опуклій замкненій множині кінематично допустимих переміщень, а також альтернативне еквівалентне формулювання у вигляді нелінійного варіаційного рівняння у гільбертовому просторі. Встановлено умови існування та єдиності розв’язку отриманих варіаційних задач.

Для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння, що відповідає задачі про односторонній контакт через нелінійні поверхневі шари багатьох пружних тіл, на континуальному рівні запропоновано низку нових паралельних нестаціонарних ітераційних методів декомпозиції області типу Робіна, які узагальнюють МДО для контактних задач без поверхневих шарів. Доведено збіжність деяких з цих методів та здійснено програмну реалізацію.
Подібні МДО на основі методу штрафу та ітераційних методів для нелінійних варіаційних рівнянь розроблено також і для простіших задач з умовами ідеального механічного контакту. 
Позитивними сторонами запропонованих методів декомпозиції області є регуляризація вихідної контактної задачі завдяки застосуванню методу штрафу та простота алгоритмів. Вони мають лише один ітераційний цикл, у якому ітерація по областях поєднується з ітерацією розв’язування нелінійної контактної задачі.

У працях А. О. Стягара запропоновано нову гетерогенну математичну модель деформування пружних тіл з тонкими включеннями та покриттями, що описуються співвідношеннями теорії оболонок Тимошенка, у формі крайової задачі для системи диференціальних рівнянь, отримано рівняння Пуанкаре-Стєклова для цієї задачі та доведено її коректність. Запропоновано скінченно-граничноеле​ментні методи декомпозиції області для розв’язування цієї задачі, доведено їхню збіжність, здійснено їх програмну реалізацію та апробацію.

Аналіз літературних джерел показав, що відомі методи для розв’язування задач про деформування масивних тіл з тонкостінними включеннями є недостатньо ефективними у випадку, коли включення виходить за межі тіла, а відношення товщини включення до товщини масивного тіла (матриці) знаходиться у межах 1:20 – 1:50. Запропонований А. О. Стягаром підхід до наближеного розв’язування таких задач дозволяє отримувати достатньо точні результати для різних випадків границь контакту матриці з включенням та не потребує значних обчислювальних ресурсів. Цей підхід полягає у розв’язуванні системи інтегральних та диференціальних рівнянь, де напружено-деформований стан масивної частини конструкції моделюється класичною теорією пружності, а включення – теорією оболонок Тимошенка. Наближений розв’язок у масивній частині знаходиться за допомогою ПМГЕ, а у включенні – МСЕ з базисними функціями-бульбашками. Наближені розв’язки в кожній з підобластей поєднано ітераційним алгоритмом декомпозиції області (схема Діріхле-Неймана). Це дає змогу понизити вимірність задач у кожній з підобластей на одиницю, а самі задачі розв’язувати паралельно та незалежно, зберігаючи при цьому структури матриць СЛАР.
Спершу А. О. Стягаром було проведено аналіз математичної моделі теорії оболонок Тимошенка. Доведено існування і єдиність розв’язку слабкого формулювання задачі теорії оболонок Тимошенка. Встановлено оцінку похибки наближеного розв’язку, отриманого МСЕ для цієї задачі. Одержані теоретичні результати верифіковано за допомогою проведеного чисельного експерименту.
У подальших наукових дослідженнях здійснено слабке формулювання задачі про деформування пружного тіла з тонким покриттям та встановлено умови існування та єдиності його розв’язку. Запропоновано комбінований алгоритм декомпозиції області для розв’язування такої задачі на основі поєднання ПМГЕ та МСЕ. Доведено збіжність розробленого алгоритму. Теоретичне обґрунтування збіжності здійснено за допомогою доведення властивостей локальних операторів Стєклова-Пуанкаре в кожній з підобластей та застосування теореми Лакса-Мільграма до отриманого слабкого формулювання задачі. Для верифікації алгоритму проведено чисельні експерименти для різних матеріалів та товщини покриття.
Далі це підхід було узагальнено для випадку лінійно пружних тіл з тонкими включеннями. Записано відповідне рівняння Стєклова-Пуанкаре, здійснено слабке формулювання цієї задачі та досліджено її коректність. Запропоновано комбінований алгоритм декомпозиції області для її розв’язування та доведено його збіжність. Виконано обчислювальний експеримент, який підтверджує теоретичні результати.
Окрему увагу заслуговує випадок, коли тонка частина прикріплена до пружного тіла торцем (задача типу Гіркмана). Застосування класичного підходу, у якому напружено-деформований стан включення моделюється з використанням класичної теорії пружності, не дає змоги ефективно знаходити наближені розв’язки та враховувати форму оболонки.

У працях А. О. Стягара запропоновано алгоритм декомпозиції області для такого типу задач та здійснено низку чисельних експериментів. Проведено порівняння напружено-деформованого стану тонкої частини конструкції у випадку різної кривизни оболонки. Встановлено, що кривизна та форми оболонки мають суттєвий вплив на напружено-деформований стан розглянутої конструкції, зокрема на переміщення та моменти, що виникають в оболонці. 
Отримані результати є новими і становлять значний практичний інтерес для геомеханіки та механіки композитів.
У працях циклу, автором або співавтором яких є Ю. О. Ящук, розроблено нову методику оцінювання похибки розв’язку задач теорії пружності, що ґрунтується на порівнянні результатів, отриманих методами скінченних і граничних елементів, та теоретично обґрунтовано її коректність. На основі цієї методики запропоновано нову h-адаптивну схему, що автоматично враховує особливості розв’язку при побудові сітки скінченних та граничних елементів, здійснено її програмну реалізацію та апробацію.

У науковій літературі можна знайти значний доробок, присвячений дослідженню методик оцінювання похибок МСЕ. Можна виділити деякі групи методів оцінювання: оцінювачі, що базуються на нев’язці вихідного рівняння; оцінювачі, які використовують відновлені значення розв’язку; ієрархічні оцінювачі похибок. Проте у сфері поєднання (без декомпозиції області) двох різних методів для отримання оцінки похибки відомою є лише праця O. Steinbach. Тому роботи у цьому напрямку – це крок у недосліджену область сучасних обчислювальних методів.
У працях Ю. О. Ящука проаналізовано фактори, що впливають на величину похибок МСЕ та ПМГЕ у випадку застосування цих методів до задач теорії пружності. Доведено теорему, яка формулює умови, достатні для того, щоб різниця напружень, отриманих за допомогою МСЕ та ПМГЕ, була оцінювачем похибки напружень у МСЕ. Ця теорема дозволяє будувати на основі вищезгаданої різниці поелементний критерій адаптації сітки, який дозволяє адекватно оцінити розподіл точності обчислень у тілі у випадку різномасштабних напружень у різних точках.
На основі цього критерію запропоновано нову h-адаптивну схему. Передумовою порівняння напружень МСЕ та МГЕ є узгодженість діаметрів сіток МСЕ та МГЕ. Сітку граничних елементів пропонується будувати як "проекцію" сітки скінченних елементів на границю області. Діаметр сітки граничних елементів, побудованої за таким принципом, матиме чіткий зв’язок із діаметром сітки скінченних елементів. Це дає підстави порівнювати між собою напруження МСЕ та МГЕ.
Доведено леми і теореми, які обґрунтовують можливість використання запропонованого оцінювача у розробленому h-адаптивному алгоритмі. Іншими словами, доведено, що на кожній ітерації алгоритму будуть задовольнятися умови застосовності оцінювача похибки.
Варто зауважити, що запропонований алгоритм адаптує як сітку МСЕ, так і МГЕ. Таким чином, розроблена схема дозволяє послідовно отримувати оптимальну (в деякому сенсі) сітку скінченних та граничних елементів. Природно, що поєднання цієї схеми із методом декомпозиції області дає значний виграш, адже економія обчислювальних ресурсів, досягнута внаслідок оптимальності сітки, множиться на кількість кроків ітераційного процесу декомпозиції.
У спільних роботах І. І. Прокопишина та Ю. О. Ящука розроблено комбінований скінченно-граничноелементний алгоритм декомпозиції області та h-адаптації для розв’язування задач про неідеальний контакт пружних тіл та виконано його програмну реалізацію. Показано, що такий комбінований метод дозволяє на порядок зменшити обчислювальні затрати.
Практичні результати
У циклі наукових праць запропоновано методику чисельної реалізації отриманих методів декомпозиції області та h-адаптивних схем з використанням скінченноелементних та граничноелементних апроксимацій, а також методу мортарних елементів для випадку несумісних апроксимацій на межах підобластей.
Розроблено низку програмних комплексів, які реалізують запропоновані МДО та h-адаптивні схеми для випадку плоских задач про односторонній та (або) ідеальний механічний контакт двох та трьох лінійно пружних анізотропних тіл за можливої наявності нелінійних вінклерівських поверхневих шарів, а також для задач про деформування пружних тіл з тонкими включеннями і покриттями. Для розв’язування лінійних задач в окремих підобластях використано метод скінченних елементів з лінійними і квадратичними апроксимаціями на трикутних чи чотирикутних елементах або прямий метод граничних елементів. Для розв’язування задач у включеннях та покриттях застосовано метод скінченних елементів з базисними функціями-бульбашками.
За допомогою цих програмних комплексів розв’язано низку тестових та нових практичних задач.
Проведено аналіз швидкості збіжності різних схем МДО, вивчено її залежність від ітераційних параметрів. Досліджено вплив згущення скінченноелементного розбиття та величини параметра штрафу на точність чисельних розв’язків. Встановлено, що для підвищення точності чисельного розв’язку необхідно одночасно згущувати сітку та зменшувати параметр штрафу. Встановлено, що збільшення кількості скінченних чи граничних елементів мало впливає на швидкість збіжності ітераційних схем МДО. Це пояснюється тим, що схеми МДО отримані на континуальному рівні і мало залежать від методів дискретизації у підобластях.
Досліджено ефективність розробленого комбінованого алгоритму декомпозиції області та h-адаптації. Встановлено, що застосування 
h-адаптивної схеми дозволяє на порядок зменшити обчислювальні затрати.

Здійснено низку механічних досліджень розглянутих задач. Зокрема, вивчено вплив зовнішніх навантажень, пружних параметрів тіл, параметрів тонких включень і покриттів, нелінійних поверхневих шарів та геометричних параметрів на нормальні контактні напруження і переміщення та еквівалентні напруження всередині тіл. Виявлено низку нових механічних ефектів.
Розроблені програмні комплекси мають значну практичну цінність. Їх можна застосувати до широкого класу практичних контактних задач, які виникають у геології, будівництві, біомеханіці, машинобудуванні та інших галузях.
Висновки
У циклі наукових праць розглянуто задачі про односторонній та ідеальний контакт багатьох лінійно та нелінійно пружних тіл за можливої наявності нелінійних поверхневих шарів вінклерівського типу. Здійснено нові варіаційні формулювання цих задач у вигляді нелінійних варіаційних нерівностей та рівнянь. Досліджено умови існування і єдиності їх розв’язку. Для розв’язування цих задач з використанням методу штрафу та неявних стаціонарних і нестаціонарних ітераційних методів для нелінійних варіаційних рівнянь запропоновано на континуальному рівні низку нових паралельних ітераційних методів декомпозиції області типу Робіна (Пуанкаре). Доведено теореми про збіжність запропонованих методів та їх стійкість до похибок, які виникають на кожній ітерації. 
Перевагою запропонованих методів є те, що вони мають лише один ітераційний цикл, який поєднує як декомпозицію за підобластями так і лінеаризацію нелінійних умов контакту та нелінійних фізичних співвідношень. Ці МДО отримано на континуальному рівні. Тому їхня швидкість збіжності практично не залежить від чисельного методу для розв’язування задач у окремих підобластях.

Розроблені методи декомпозиції області типу Робіна є новими і не мають аналогів. Їх теоретичне значення виходить далеко за рамки розглянутих контактних задач, оскільки ці методи побудовано для абстрактних варіаційних нерівностей та рівнянь у рефлексивних банахових просторах.
Побудовано гетерогенну математичну модель деформування пружного тіла з тонким включенням або покриттям, що описується системою інтегральних та диференціальних рівнянь. Для крайової задачі гетерогенної математичної моделі пружного тіла з тонким включенням або покриттям сформульовано відповідне рівняння Стєклова-Пуанкаре. Досліджено властивості операторів Стєклова-Пуанкаре. Спираючись на теорему Лакса-Мільграма, доведено існування і єдиність розв’язку слабкого формулювання задачі, що відповідає рівнянню Стєклова-Пуанкаре. Запропоновано алгоритм декомпозиції області типу Діріхле-Неймана для визначення напружено-деформованого стану пружного тіла з тонким включенням або покриттям та доведено його збіжність. Побудовано чисельну схему, яка ґрунтується на поєднанні методу скінченних елементів з використанням базисних функцій-бульбашок та методу граничних елементів за допомогою алгоритму декомпозиції області для різномасштабної плоскої задачі. Здійснено чисельні експерименти для задач про деформування тіл з тонкими покриттями і включеннями та задач типу Гіркмана. Запропонований підхід може бути використаний для дослідження інших фізичних процесів, які зручно описувати різномасштабними математичними моделями.
У роботах циклу для задач теорії пружності теоретично обґрунтовано можливість використання різниці напружень, отриманих МСЕ та МГЕ, як оцінки похибки напружень МСЕ. Побудовано поелементний критерій адаптації сітки МСЕ. Запропоновано схему адаптації сітки скінченних елементів, що використовує вищезгаданий критерій. Доведено теоретичні твердження про коректність використання запропонованого оцінювача похибки напружень МСЕ на кожній ітерації адаптивного процесу. Запропоновано комбінований алгоритм розв’язування задачі про контакт пружних тіл, що використовує вищезгадану схему адаптації скінченноелементної сітки. Результати чисельних досліджень комбінованого алгоритму демонструють зменшення розмірності дискретизованої задачі у порівнянні з класичними підходами в десятки разів. Показано, що адаптована сітка наочно виділяє зону контакту. Запропонована 
h-адаптивна схема зручна для розпаралелення обчислень та може бути поширена на інші класи задач математичної фізики.
Здійснено програмну реалізацію запропонованих методів для плоских задач з використанням скінченноелементних та граничноелементних апрокси​мацій. Чисельний аналіз низки тестових та практичних задач показав ефективність розроблених підходів та дозволив виявити ряд нових механічних ефектів.
Позитивними сторонами розроблених схем декомпозиції області та 
 h-адаптації є простота алгоритмів, можливість організовувати паралельні обчислення та застосовувати оптимальні моделі (пружне тіло, теорія оболонок) та методи (МСЕ, МГЕ) в окремих підобластях.
Чисельні методи, що запропоновані у циклі праць, можна узагальнити для задач про контакт пружно-пластичних тіл і включень та контактних задач з урахуванням тертя. Розроблене програмне забезпечення може бути використане при моделюванні геологічних та біомеханічних процесів, застосоване у прикладних задачах будівництва і машинобудування.
Загальна кількість публікацій, що увійшли до циклу наукових праць дорівнює 68.
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