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Цикл наукових праць «Функціонально-аналітичні методи в сучасній теорії нелінійних динамічних систем та їх застосування», складається з 25 статей (з яких 9 у журналах, що входять до бази даних SCOPUS, частина з яких є міждисциплінарними), що опубліковані протягом 2006–2012 років у провідних математичних виданнях України, Росії, Словакії, Болгарії, Греції та Американського математичного співтовариства (AMS).

Данний цикл наукових праць є новим комплексним, міждисциплінарним дослідженням із сучасної теорії нелінійних динамічних систем. У ньому розроблено нові математичні методи дослідження нелінійних та лінійних кінетичних рівнянь, нелінійних диференціальних рівнянь в просторах Банаха і нелінійних диференціальних рівнянь з частинними похідними, рівнянь Гамільтона та розглянуто їх застосування для вивчення властивостей нелінійних еволюційних систем різноманітної природи. 

Як відомо, розвиток методів дослідження нелінійних динамічних систем є одним з актуальних напрямків сучасної математики, оскільки такі системи використовуються при математичному описі багатьох явищ природи та процесів техніки, але через їх складність важко піддаються вивченню. Не зважаючи на те, що з даного напрямку працювало і працює багато видатних вчених (математиків, механіків, фізиків), на даний час залишається ще чимало нерозв’язаних проблем і задач, вивчення яких має велике значення, як для розвитку теоретичних досліджень, так і для практики. Зокрема, в даний час значна увага дослідників приділяється розгляду нелінійних кінетичних рівнянь, вивченню якісної поведінки розв’язків лінійних і слабко нелінійних диференціальних та різницевих рівнянь в просторах Банаха та Гільберта, рівнянь Гамільтона. При цьому значна увага приділяється не лише розробці нових методів побудови точних та наближених (асимптотичних) розв’язків таких задач, а й побудові ітераційних алгоритмів відшукання розв’язків різного класу динамічних систем, вивченню асимптотичних властивостей розв’язків розглядуваних задач, існуванню та аналізу властивостей певних множин спеціальної структури.
Результати циклу наукових праць «Функціонально-аналітичні методи в сучасній теорії нелінійних динамічних систем та їх застосування» є сучасним продовженням наукових традицій Київської математичної школи з теорії нелінійних динамічних систем, закладеної в роботах всесвітньовідомих математиків: академіків М.М. Крилова, М.М. Боголюбова, Ю.О. Митропольського, А.М. Самойленка, які вперше запропонували низку важливих понять та одержали фундаментальні результати з теорії динамічних систем та теорії диференціальних рівнянь, розробили ряд ефективних методів асимптотичного інтегрування нелінійних систем.
Наукові праці даного циклу згруповано навколо двох основних наукових напрямків, що є традиційними для Київської школи з нелінійної механіки та диференціальних рівнянь – теорії нелінійних динамічних систем, що визначаються за допомогою нелінійних диференціальних рівнянь та їх узагальнень, рівнянь Гамільтона, нелінійних кінетичних рівнянь, та теорії асимптотичних методів аналізу нелінійних диференціальних рівнянь. 
Наукові праці циклу «Функціонально-аналітичні методи в сучасній теорії нелінійних динамічних систем та їх застосування» пов’язані між собою спільним об’єктом дослідження, яким є нелінійні диференціальні рівняння та їх узагальнення, рівняння Гамільтона, нелінійні кінетичні рівняння.
Мета роботи: 

- описати еволюцію станів систем частинок із сингулярним потенціалом взаємодії в термінах одночастинкової маргінальної функції розподілу;

- побудувати розв’язки задач Коші для узагальненого кінетичного рівняння Енскоґа та узагальненого кінетичного рівняння Фоккера–Планка і дослідити їх властивості;

- встановити умови існування обмежених на всій осі розв’язків лінійних, слабко збурених лінійних та нелінійних диференціальних і різницевих рівнянь в банаховому просторі;

- побудувати ітераційні алгоритми відшукання розв’язків різного класу динамічних систем;

- встановити залежності кількості збурених ультрасубгармонік від величини малого параметра збурення для маловимірних гамільтонових систем;

- отримати оцінки розмірності Хаусдорфа множини колмогоровських торів гамільтонової системи з двома ступенями волі, близької до інтегровної.

Методи дослідження. Дослідження проводилися за допомогою функціонально-аналітичних методів, які розроблені Київською школою математичної фізики, методів теорії напівтруп операторів, топологічних методів знаходження періодичних розв’язків нелінійних систем з використанням функцій Пуанкаре та Мельникова, методу Арнольда виявлення нерухомих точок симплектичних дифеоморфізмів і методів теорії діофантових наближень. При дослідженні використовувався також апарат теорії псевдообернених за Муром-Пенроузом та узагальнено-обернених операторів в просторах Гільберта та Банаха відповідно. Для дослідження збурених систем використовувався модифікований метод Вішика-Люстерніка та Ляпунова-Шмідта.

Наукова новизна одержаних результатів. Основні результати, які визначають наукову новизну даного циклу, такі:
1) розвинуто  метод  кінетичних  кластерних  розкладів кумулянтів груп операторів систем пружних куль;

2) побудовано явні вирази для маргінальних функціоналів стану, якими описуються всі можливі кореляції системи пружних куль та встановлено умови їх існування;
3) для початкових станів, які описуються в термінах одночастинкової інтегрованої функції розподілу, доведено, що задача Коші для ієрархії рівнянь ББҐКІ (Боголюбов–Борн–Ґрін–Кірквуд–Івон) системи пружних куль є еквівалентною до задачі Коші для узагальненого рівняння Енскоґа та послідовності маргінальних функціоналів стану;

4) за допомогою розвинутого методу кінетичних кластерних розкладів побудовано узагальнене кінетичне рівняння Фоккера–Планка для виділеної частинки газу Енскоґа;

5) для відповідних початкових даних з простору інтегрованих функцій доведено існування сильного і слабкого розв’язків задач Коші для узагальненого кінетичного рівняння Енскоґа та Фоккера–Планка, та досліджено їх властивості; 
6) знайдено умови, за яких породжуючий оператор диференціального рівняння буде нормально-розв’язним; 

7) отримано  умови існування обмежених на всій дійсній осі розв’язків лінійного диференціального рівняння в банаховому просторі у випадку, коли породжуюче однорідне рівняння є експоненціально-дихотомічним на обох півосях 
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;

8) встановлено додаткові властивості розв’язності й отримано оцінку потужності множини обмежених лінійно незалежних розв’язків лінійного диференціального рівняння в банаховому просторі для випадку, коли оператор 
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є нормально-розв’язним, d- нормальним, n-нормальним, нетеровим або фредгольмовим;

9) знайдено достатню умову існування хоча б одного обмеженого на всій осі розв’язку слабко збуреного лінійного диференціального рівняння в банаховому просторі;

10) доведено, що кількість лінійно незалежних обмежених на всій дійсній осі розв’язків збуреного лінійного диференціального рівняння залежить від розмірності відповідного оператора і у загальному випадку може бути нескінченною;

11) отримано умови існування обмежених на R розв’язків слабко нелінійного диференціального рівняння в банаховому просторі, знайдено зв’язок між необхідною та достатньою умовами розв’язності;

12) запропоновано збіжні ітераційні алгоритми відшукання обмежених на всій осі R розв’язків слабко нелінійного диференціального рівняння;
13) отримано нові достатні умови існування збурених періодичних розв’язків (ультрасубгармонік) для двовимірної автономної гамільтонової системи, яка зазнає періодичного в часі збурення; на відміну від раніше відомих результатів зазначені умови не вимагають перевірки умови простоти нулів гетероклінічних функцій Мельникова;

14) встановлено оцінки залежності від величини малого параметра збурення для кількості збурених ультрасубгармонік двовимірної автономної гамільтонової системи, яка зазнає періодичного в часі як гамільтонового, так і негамільтонового збурення; 

15) вперше досліджено швидкість наростання кількості субгармонік для системи, що описує плоскі обертання небесного тіла, яке рухається по еліптичній орбіті, та для системи типу “сферичний маятник” при прямуванні малого параметра збурення до нуля;

16) вперше оцінено розмірність Хаусдорфа множини колмогоровських торів, для яких відношення частот квазіперіодичних рухів погано апроксимується раціональними числами, для гамільтонової системи з двома ступенями волі, близької до цілком інтегровної.
Практична значимість.
Отримані результати колективу авторів є вагомими для подальшого розвитку сучасної теорії диференціальних рівнянь, диференціальних рівнянь в частинних похідних, математичної фізики та нелінійних динамічних систем й можуть бути поширені на системи загальнішого вигляду та використані при дослідженні низки прикладних задач нелінійної та небесної механіки, для математичного моделювання процесів різноманітної природи в біологічних та соціально-економічних системах, в нерівноважних системах частинок в конденсованих станах та плазмових системах. 

Основні наукові результати дослідження можуть бути складовою частиною спеціальних курсів із сучасної теорії диференціальних рівнянь із частинними похідними для аспірантів і студентів університетів та наукових установ НАН України.
Опис основних результатів.

Одна з фундаментальних проблем сучасної математичної фізики полягає в строгому виведенні кінетичних рівнянь з динаміки систем багатьох частинок, зокрема, актуальною проблемою є математичне обґрунтування кінетичних рівнянь Енскоґа та Фоккера–Планка для систем частинок із сингулярним потенціалом взаємодії. Визначальний внесок в дослідженні цієї проблеми належить академіку М.М. Боголюбову та його учням із київської наукової школи, з праць яких бере свої витоки сучасна математична фізика.

При описі колективної поведінки систем багатьох частинок стани систем описуються в термінах одночастинкової маргінальної функції розподілу, яка є розв'язком початкової задачі для кінетичних рівнянь. Як відомо, в загальному випадку еволюція всіх можливих станів систем багатьох частинок описується нескінченною послідовністю маргінальних функцій розподілу, які є розв'язком початкової задачі для ієрархії рівнянь ББҐКІ (Боголюбов–Борн–Ґрін–Кірквуд–Івон). З цією обставиною пов'язана інтерпретація кінетичних рівнянь, як еволюційних рівнянь, якими описується асимптотична поведінка розв'язку ієрархії рівнянь ББҐКІ в скейлінґових границях.

В рамках зазначеного підходу в 90-х роках в працях Р. Іллнера, О.Е. Ленфорда, Д.Я. Петрини, М. Пульверенті, В.І. Герасименка,  Г. Шпона, К. Учіями, К. Черчіньяні для системи нескінченного числа пружних куль в скейліґовій границі Больцмана–Ґреда було математично обґрунтовано кінетичне рівняння Больцмана. Аналогічні результати з математичного обґрунтування кінетичного рівняння Енскоґа, яке узагальнює рівняння Больцмана на випадок великої густини частинок в системі, до останнього часу не були отримані.

В останнє десятиліття особливої актуальності набули дослідження з теорії кінетичних рівнянь, зокрема, рівняння Фоккера–Планка, пов'язані з їх застосуванням до опису статистичної поведінки нерівноважних складних систем таких як біологічні та соціально-економічні системи.

Зважаючи на сучасний етап розвитку математичної теорії нелінійних кінетичних рівнянь і зростаючий інтерес до математичного моделювання кінетичних процесів різноманітної природи, частина циклу праць присвячена проблемі математичного обґрунтування кінетичних рівнянь Енскоґа та Фоккера–Планка.

В цьому напрямку в даному циклі наукових праць представлено такі наукові результати:
1) На основі розвинутого методу кінетичних кластерних розкладів кумулянтів груп операторів системи пружних куль виведено кінетичне рівняння, яке узагальнює раніше сформульовані за допомогою евристичних міркувань різновиди кінетичного рівняння Енскоґа. Для початкових станів системи пружних куль, які описуються одночастинковою функцією розподілу, доведено еквівалентність опису еволюції станів за допомогою розв'язку задачі Коші для ієрархії  рівнянь ББҐКІ та розв'язку задачі Коші для узагальненого кінетичного рівняння Енскоґа і послідовності явно визначених функціоналів від розв'язку такого кінетичного рівняння. Встановлено умови існування побудованих маргінальних функціоналів стану. Також в цьому розділі доведено, що метод опису еволюції системи пружних куль за допомогою узагальненого кінетичного рівняння Енскоґа є двоїстим методом до методу на основі дуальної ієрархії ББҐКІ для маргінальних спостережуваних.
2) Доведено теорему про існування розв'язку узагальненого кінетичного рівняння Енскоґа в просторі інтегрованих функцій та досліджено його властивості, зокрема, побудовано скейлінґову границю Больцмана–Ґреда розв'язку задачі Коші для узагальненого кінетичного рівняння Енскоґа та границю Больцмана–Ґреда для маргінальних функціоналів стану. В цьому розділі також сформульовано марківське узагальнене кінетичне рівняння Енскоґа і встановлено, що перші члени з розкладу інтегралу зіткнень цього рів-няння узагальнюють відомі раніше розклади інтегралів зіткнень кіне-тичних рівнянь типу рівняння Енскоґа.
3) На основі методу кінетичних кластерних розкладів кумулянтів груп операторів для системи багатьох частинок, яка складається з виділеної пружної кулі та оточення нефіксованої кількості пружних куль, побудовано узагальнення кінетичного рівняння Фоккера–Планка.  Для початкових станів такої системи, які характеризуються відсутністю кореляцій, доведено еквівалентність методу опису еволюції стану за допомогою розв'язку задачі Коші для ієрархії рівнянь  ББҐКІ і розв'язку задачі Коші для узагальненого кінетичного рівняння Фоккера–Планка та послідовності явно визначених функціоналів від розв'язку такого кінетичного рівняння. Встановлено умови існування побудованих маргінальних функціоналів стану. Також в цьому розділі доведено теорему про існування розв'язку узагальненого кінетичного рівняння Фоккера–Планка для системи пружних куль в просторі інтегрованих функцій.

З іншого боку, як відомо, дуже часто доводиться розглядати динамічні системи, що визначені на всій осі. Такі системи часто породжуються диференціальними або різницевими рівняннями.

Одним з ефективних методів дослідження таких систем є теорія псевдообернених та узагальнено-обернених операторів за умов, коли породжуюча система є експоненціально-дихотомічною на всій осі або півосях.    

Задачі про існування обмежених розв’язків виникли при вивченні питання про існування періодичних розв’язків лінійних та нелінійних систем ще в класичних роботах О.М.Ляпунова та А.Пуанкаре. Дослідженню існування періодичних розв’язків різних класів функціонально-диференціальних рівнянь, імпульсних та різницевих рівнянь присвячена надзвичайно велика кількість робіт.

Задача про існування неперіодичних, обмежених на всій осі розв’язків лінійних систем звичайних диференціальних рівнянь почала інтенсивно розвиватись після появи роботи А.Д.Майзеля, де використовувався метод Перрона. Розширення цих результатів на випадок нескінченновимірних систем було розроблено в монографії Х.Массери і Х.Шеффера. В цих роботах вперше вивчались питання про існування обмежених на всій осі розв’язків у зв’язку з властивостями експоненціальної дихотомії (е-дихотомії) у відповідної однорідної лінійної системи. Таку ж проблему було розглянуто для функціонально-диференціальних рівнянь. Слід зазначити, що подальше розвинення питань дихотомії  на всій осі було пов’язане з фундаментальними роботами Ю.Л.Далецького та М.Г.Крейна, В.О.Плісса, А.М.Самойленка, В.Коппеля. В подальшому ці проблеми досліджувались в роботах Д.Хенрі, А.Г.Баскакова, В.Ю.Слюсарчука, Ю.В.Теплінського, М.Ф.Городнього, А.В.Чайковського, А.Я.Дороговцева, І.Д.Чуєшова для систем диференціальних та різницевих рівнянь в банахових просторах. В роботах Ю.О.Митропольського, А.М.Самойленка, В.Л.Кулика ці задачі досліджувались для систем звичайних диференціальних рівнянь та лінійних розширень динамічних систем на торі за допомогою знакозмінних функцій О.М.Ляпунова. В багатьох роботах для дослідження умов існування обмежених розв’язків диференціальних та різницевих рівнянь використовувалася спектральна теорія операторів. Серед них, зокрема, слід відзначити роботи  Р.Сакера та Д.Селла. Для нелінійних систем звичайних диференціальних рівнянь ця теорія почала інтенсивно застосовуватись після появи відомої статті В.К.Мельникова. Цей напрямок досліджень в якісній теорії диференціальних рівнянь розвивали С.Шоу, Д.Хейл та Д.Мале-Паре, Д.Гукенхеймер та П.Холмс, Д.Груендлер. 

Ще один поштовх для вивчення задачі про обмежені на всій осі розв’язки дала відома лема К.Палмера. Він довів еквівалентність між властивостями експоненціальної дихотомії на півосях і умовою нетеровості оператора диференціальної системи на просторі неперервно-диференційовних та обмежених вектор-функцій в 
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. Далі, А.Бен-Артці та І.Хогберг встановили цей результат вже на просторі інтегровних з квадратом вектор-функцій. Слід також відмітити більш ранню роботу Р.Саккера, в якій було доведено цей результат в один бік. Для дослідження обмежених розв’язків звичайних неоднорідних систем диференціальних рівнянь, в припущенні е-дихотомії на півосях однорідної системи, продуктивним виявився апарат псевдообернених матриць (Е.Мур, Р.Пенроуз) та операторів, що часто використовувався в межах теорії матричних та операторних рівнянь. В роботах А.М.Самойленка, О.А.Бойчука та інших цей апарат було застосовано до вивчення крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь, рівнянь з імпульсним впливом, рівнянь із запізненням тощо. Завдяки цим результатам та лемі К.Палмера стало можливим використання апарату псевдообернених матриць та операторів до задачі про обмежені на всій осі розв’язки лінійних та нелінійних диференціальних рівнянь в банахових просторах за умови експоненціальної дихотомії на півосях у відповідного лінійного однорідного рівняння.
Також актуальним розділом нелінійної динаміки, що продовжує активно розвиватися в наш час, є теорія збурень одно- та багаточастотних коливань у гамільтонових системах. Такі системи належать до числа найважливіших об’єктів дослідження в класичній та небесній механіці, математичній фізиці, теорії динамічних систем. У теорії збурень гамільтонових систем важливе місце посідають питання, пов’язані з дослідженням ефектів, спричинених резонансами.

Вагомі новаторські результати у вивченні гамільтонових систем були свого часу одержані Анрі Пуанкаре. Зокрема, він показав, що в загальному випадку інваріантні тори інтегровної гамільтонової системи, які несуть на собі квазіперіодичні рухи з резонансними частотами, руйнуються через будь-які малі збурення. При цьому внаслідок впливу збурень “виживає” тільки скінченна кількість періодичних орбіт, у той час як інші знищуються, що приводить до виникнення зон хаотичної поведінки. Після Пуанкаре великим проривом у дослідженні майже інтегровних гамільтонових систем стало створення КАМ-теорії, яка досліджує збурення умовно-періодичних рухів гамільтонових і близьких до них систем для нескінченних інтервалів часу. КАМ-теорія стверджує, що за умови функціональної незалежності частот квазіперіодичних рухів аналітичної інтегровної за Ліувіллем гамільтонової системи більшість (у сенсі міри Лебега) її інваріантних торів під впливом малих збурень функції Гамільтона не руйнується, а лише дещо деформується. 

Теорію квазіперіодичних рухів для неконсервативних систем нелінійної механіки розвинули М.М. Боголюбов, Ю. Мозер, Ю.О. Митропольський, А.М. Самойленко. Зазначені дослідження значною мірою стимулювали розвиток теорії багаточастотних коливань в Україні. Важливі результати в цьому напрямку були одержані О.Б. Ликовою, М.О. Перестюком, Д.І. Мартинюком, В.Л. Куликом, Р.І. Петришиним, Ю.В. Теплінським, В.І. Ткаченком та іншими авторами.

На даний час найбільш повні уявлення (хоча й не завжди цілком строго обґрунтовані) про природу структур, які виникають унаслідок збурення інтегровних гамільтонових систем, стосуються маловимірних випадків – систем з півтора або двома ступенями волі. Дуже актуальною і не до кінця розв’язаною є проблема існування в таких системах при підходящому виборі параметрів будь-якого числа стійких періодичних розв'язків спеціального типу, а саме, ультрасубгармонік. Розвитку деяких підходів до розв’язання цієї проблеми присвячені роботи В.В. Козлова, С.Д. Глизіна, А.Ю. Колесова, Є.Ф. Міщенка, М.Х. Розова, Ф. Холмса, Дж. Гукенхеймера, Фл. Баттеллі, Г. Джентіле, Кл. Робінзона та інших. 
Крім того, не одержало належної відповіді питання про залежність кількості збурених ультрасубгармонік від малого параметра збурення для маловимірних гамільтонових систем. Вивченню саме цього питання присвячено значну частину даного циклу робіт. 
Що стосується КАМ-теорії, то, не зважаючи на досягнуті значні успіхи, в ній наявні незаповнені прогалини. Зокрема, не повною мірою вивчено характеристики фрактальних структур, які виникають у фазовому просторі гамільтонових систем, близьких до інтегровних, внаслідок впливу збурень.

У даному циклі праць дано вирішення вказаних проблем. Основні результати в зазначеному напрямку наступні:


1) В термінах певних характеристик фільтрацій гетероклінічних функцій Мельникова встановлено достатні умови існування збурених ультрасубгармонік двовимірної автономної гамільтонової системи механічного типу з гетероклінічним контуром, яка зазнає впливу 
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-періодичного в часі негамільтонового збурення, а також оцінено знизу швидкість наростання кількості таких ультрасубгармонік при прямуванні параметра збурення до нуля; на відміну від раніше відомих результатів зазначені умови не вимагають перевірки умови простоти нулів гетероклінічних функцій Мельникова.


2) З використанням методу Арнольда виявлення нерухомих точок симплектичних дифеоморфізмів знайдено оцінки знизу для кількості збурених ультрасубгармонік, що концентруються поблизу гомо- чи гетероклінічних контурів, а також тих ультрасубгармонік, що розподілені по всій області визначення двовимірної гамільтонової системи з майже автономним періодичним за часом гамільтоніаном.


3) Вперше досліджено швидкість наростання кількості субгармонік для системи, що описує плоскі обертання небесного тіла, яке рухається по еліптичній орбіті (як у випадку синхронізованих обертань, так і у випадку, коли небесне тіло коливається відносно своєї осі, але не здійснює повних обертів), та для системи типу “сферичний маятник” при прямуванні малого параметра збурення до нуля;


4) Для гамільтонової системи з двома ступенями волі, близької до цілком інтегровної, оцінено розмірність Хаусдорфа множини колмогоровських торів, для яких відношення частот квазіперіодичних рухів погано апроксимується раціональними числами. 
Таким чином, в даному циклі наукових праць отримано наукові результати, що стосуються актуальних і важливих задач сучасної теорії динамічних систем, які коротко можна описати так:
1) Розвинуто метод кінетичних кластерних розкладів кумулянтів груп операторів для систем пружних куль. За допомогою цього методу розв’язано одну з актуальних задач сучасної математичної фізики – проблему математичного обґрунтування кінетичних рівнянь, а саме, кінетичного рівняння Енскоґа та кінетичного рівняння Фоккера-Планка для систем частинок із сингулярним потенціалом взаємодії. Побудовано явні вирази для маргінальних функціоналів стану, якими описуються всі можливі кореляції системи пружних куль.

2) Досліджено існування обмежених на всій осі розв’язків лінійних, слабко нелінійних диференціальних та різницевих рівнянь в локально-опуклих та банахових просторах. За допомогою узагальнено-обернених операторів та теорії напівгруп розвинено теорію збурень для таких рівнянь та побудовано алгоритми для апроксимації обмежених розв’язків. 

3) Отримано нові достатні умови існування періодичних розв’язків (ультрасубгармонік) в збурених маловимірних гамільтонових системах. Досліджено множини торів, які виникають в КАМ-теорії, з точки зору розмірності Хаусдорфа, зокрема, знайдено оцінки хаусдорфової розмірності колмогоровських торів гамільтонової системи, вирішено низку інших проблем.
Ці результати мають важливе значення як для розвитку теоретичних досліджень, так і для розв’язання прикладних задач. 
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