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1 Вступ

Основним об’єктом дослiджень циклу є самоподiбнi випадковi системи, якi також на-
зиваються випадковими регенеративними структурами. Пiд випадковою регенератив-
ною структурою ми розумiємо випадковий об’єкт або їх родину, з пiдхожим чином ви-
значеним поняттям «розмiру» такий, що ймовiрнiснi характеристики об’єктiв рiзного
розмiру узгодженi, а їх розподiли є iнварiантними вiдносно фiксованої операцiї вида-
лення частини.

Класичним прикладом випадкової регенеративної структури є випадкова рiвномiрна
перестановка. Нехай Sn – симетрична група множини {1, 2, . . . , n}, а σn – елемент
Sn, вибраний навмання. Випадкова рiвномiрна перестановка σn, або бiльш точно сiм’я
перестановок (σn)n∈N задовольняє такi двi властивостi1:

• за умови, що цикл, який мiстить 1, має довжину m ∈ {1, . . . , n}, його видалення з
перестановки σn та перенумерацiя решти елементiв дає рiвномiрну перестановку
множини {1, 2, . . . , n − m}, тобто випадковий елемент множини Sn−m з тим же
розподiлом, що й σn−m;

• видалення елемента n+1 з σn+1 дає випадкову перестановку з тим же розподiлом,
що й σn.

Перша властивiсть вiдповiдає регенеративностi як рисi збереження розподiлу вiдносно
операцiї «видалення частини» – в даному випадку видалення першого циклу. Дру-
га властивiсть демонструє, що рiвномiрнi перестановки (σn)n∈N узгодженi для рiзних
розмiрiв n.

Поняття регенерацiї у випадкових комбiнаторних структурах вперше виникло в
контекстi робiт О. Гнєдiна, Дж. Пiтмена та М. Йора по регенеративним композицiям
та розбиттям. Запропонована згаданими авторами модель композицiй та поняття реге-
неративностi, що лежить в її основi, виявились надзвичайно вдалими, а вiдповiднi iдеї
знайшли застосування в багатьох iнших областях прикладної ймовiрностi, включаючи
теорiю коалесцентiв, теорiю випадкових перестановок, в задачах випадкового розмi-
щення, аналiзi процедур вибору лiдера тощо. Подальший розвиток вiдповiдних теорiй

1Нагадаємо, що кожна перестановка може бути записана у виглядi диз’юнктного об’єднання циклiв.
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вимагав розробки асимптотичного апарату процесiв дробового ефекту, а також розроб-
ки теорiї збурених випадкових блукань. В даному циклi робiт згаданi моделi та внесок
автора до вiдповiдних теорiй представленi з єдиної точки зору за допомогою поняття
випадкової регенеративної структури. У циклi робiт докладно дослiджено такi моделi:

• випадковi процеси з iммiграцiєю в моменти вiдновлення (поняття було вперше
введено у статтi автора [2]) та, зокрема, процеси дробового ефекту, побудованi за
процесом вiдновлення;

• випадковi регенеративнi композицiї;

• випадковi регенеративнi перестановки (поняття було вперше введено у статтi ав-
тора [20], як узагальнення згаданих вище рiвномiрних перестановок);

• переставнi коалесценти;

• процедури випадкового просiювання (поняття було вперше введено у статтi авто-
ра [6]) та процедури вибору лiдера.

Результати, отриманi в циклi робiт, носять в основному теоретичний характер i є
внеском до теорiї дискретних випадкових структур з регенерацiєю. Основнi результа-
ти, а також iдеї та методи, що використовуються в роботi, можуть бути корисними у
рiзних роздiлах теорiї ймовiрностей та математичної статистики. З iншого боку, поня-
ття регенерацiї, самоподiбностi та рекурсивностi у стохастичних системах, притаманнi
об’єктам даного дослiдження, виникають у багатьох прикладних задачах. Випадковi
процеси з iммiграцiєю та процеси дробового ефекту є математичною моделлю еле-
ктричного струму у вакуумних трубках, дробового ефекту в iонних каналах, затримок
у врегулюваннi страхових претензiй, сейсмiчної активностi регiону та багатьох iнших
процесiв у рiзних областях науки. Фактично, будь-який процес, який описує кумулятив-
ний ефект однотипних iмпульсiв, що поступають у систему у випадковi, але регулярно
розподiленi моменти часу, є випадковим процесом з iммiграцiєю. Теорiя переставних
коалесцентiв та регенеративних композицiй є складовою математичного апарату гене-
тики популяцiй. Випадковi дерева, процедури вибору лiдера (випадковi просiювання)
та випадковi перестановки повсякчас застосовуються в комп’ютерних науках, зокрема
у математичному аналiзi алгоритмiв.
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Широкий клас прикладних та теоретичних проблем, в яких виникають випадковi
регенеративнi структури та випадковi процеси з регенерацiєю, сприяв появi помiтної
кiлькостi публiкацiй, присвячених їх дослiдженню, що свiдчить про високу актуаль-
нiсть та популярнiсть цiєї проблематики. Серед найважливiших робiт згадаємо серiю
статей К. Клюппельберг, Т. Мiкоша та спiвавторiв про процеси дробового ефекту, побу-
дованi за процесом Пуассона; низку робiт А. Барбура, О. Гнєдiна, М. Йора, О. Iксанова,
Дж. Пiтмена та iнших про регенеративнi композицiї та розбиття; статтi Ж. Берестикi,
Н. Берестикi, О. Гнєдiна, О. Iксанова, В. Лiмiк, М. Мьолє, С. Сагiтова, Дж. Пiтмена та
Дж. Швайнсберга по коалесцентам з множинними злиттями; дослiдження Л. Девроє,
М. Дрмоти, О. Iксанова, Х. Махмуда, М. Мьолє, Х. Хвана пов’язанi з випадковими
деревами; статтi Т. Брюсса, Р. Грюбеля, Х. Продiнгера, В. Шпанковскi про процедури
вибору лiдера; публiкацiї Р. Арратiя, А. Вершика, П. Ердеша, C. Керова, В. Колчiна,
С. Таваре, П. Турана, A. Якимiва по випадковим перестановкам.

2 Структура циклу «Випадковi регенеративнi стру-

ктури»

В цикл робiт «Випадковi регенеративнi структури» входять 22 науковi статтi, опублiко-
ванi протягом 2011–2017 рр., та монографiя «Stochastic recurrences and their applications
to the analysis of partition-valued processes», що вийшла друком у 2011 роцi у видавни-
цтвi унiверситету м. Утрехт (Нiдерланди). З 22 статей 18 опублiковано англiйською
мовою в провiдних мiжнародних журналах з теорiї ймовiрностей, 20 статей опублi-
ковано в журналах, що iндексуються наукометричною базою Scopus. Роботи автора
процитовано в 70 наукових статтях згiдно з базою Scopus (253 згiдно з Google Scholar),
h-iндекс=6 згiдно з базою Scopus (10 згiдно з Google Scholar). Спiвавторами частини
робiт серiї є вiдомi спецiалiсти з теорiї ймовiрностей з Австрiї, Нiмеччини, Нiдерландiв,
Великобританiї.

Згiдно з наведеним вище перелiком об’єктiв дослiдження, роботи серiї можна роз-
дiлити на групи2:

2Нумерацiя робiт в цьому рефератi вiдповiдає нумерацiї в списку праць.
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• випадковi процеси з iммiграцiєю, процеси дробового ефекту [2,3,4,8,12,13,18,23];

• випадковi регенеративнi композицiї те перестановки [1,5,14,20];

• переставнi коалесценти [1,15,16,21];

• процедури випадкового просiювання та процедури вибору лiдера [6];

• загальна теорiя випадкових регенеративних структур [1,7,9,10,11,17,19,22].

Нижче наведено основнi результати, отриманi в циклi робiт «Випадковi регенера-
тивнi структури». Кожнiй групi результатiв передує короткий опис моделi, що вивча-
лась.

3 Огляд результатiв по випадковим процесам з iммi-

грацiєю та процесам дробового ефекту

Позначимо через D(R) простiр Скорохода неперервних справа дiйснозначних функцiй,
що визначенi на R та мають скiнченнi границi злiва в кожнiй внутрiшнiй точцi областi
визначення. Нехай X := (X(t))t∈R є випадковим процесом з траєкторiями у D(R),
який задовольняє умову X(t) = 0 для всiх t < 0, та нехай ξ є додатною випадковою
величиною, яка може залежати вiд X.

Нехай (X1, ξ1), (X2, ξ2), . . . є послiдовнiстю незалежних копiй пари (X, ξ), а (Sk)k∈N0

є стандартним випадковим блуканням з кроками ξj, що стартує в нулi, тобто

S0 := 0, Sk := ξ1 + · · ·+ ξk, k ∈ N.

Випадковий процес Y := (Y (t))t∈R, що визначений рiвнiстю

Y (t) :=
∑
k≥0

Xk+1(t− Sk) =
∞∑
k=0

Xk+1(t− Sk)1{Sk≤t}, t ∈ R, (1)

назвемо випадковим процесом з iммiграцiєю у моменти вiдновлення або просто ви-
падковим процесом з iммiграцiєю. Якщо X = h м.н. для деякої невипадкової функцiї
h, то вiдповiдний процес Y називається процесом дробового ефекту.
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В циклi робiт вперше введено поняття випадкового процесу з iммiграцiєю в моменти
вiдновлення та отримано такi результати для випадкових процесiв з iммiграцiєю, а
також процесiв дробового ефекту:

• отримано умови збiжностi до стацiонарних процесiв з iммiграцiєю [3,13];

• встановлено умови збiжностi з центруванням процесiв дробового ефекту [18];

• доведено граничнi теореми для процесiв дробового ефекту з функцiями вiдпо-
вiдi, що не зростають, у випадках правильної змiни [4,12,18] та повiльної змiни
нормування [8];

• отримано граничнi теореми для випадкових процесiв з iммiграцiєю у випадку
правильної змiни нормування [2];

• отримано повний спектр граничних теорем для числа активних випадкових про-
цесiв в системi з iммiграцiєю [23];

• дослiджено властивостi розподiлiв та властивостi траєкторiй процесiв, що є гра-
ничними для випадкових процесiв з iммiграцiєю [2]. Зокрема, дослiджено гель-
деровiсть та встановлено локальнi закони повторного логарифма для дробово
iнтегровних обернених стiйких субординаторiв [4].

4 Огляд результатiв, пов’язаних з регенеративними

композицiями та перестановками

Нехай
(
Qn

)
n≥0 є мультиплiкативним випадковим блуканням, що визначається так

Q0 := 1, Qn =
n∏

j=1

Wj, n ∈ N,

де (Wj)j∈N є незалежними копiями випадкової величини W ∈ (0, 1), що називається
кроком. Нехай

(
Uk

)
k∈N є вибiркою з рiвномiрного на [0, 1] розподiлу, що не залежить

вiд (Qn).
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Гратка Бернуллi задається розмiщенням точок рiвномiрної виборки по iнтервалах
(Qj+1, Qj), j ∈ N0. При цьому iнтервал (Qi+1, Qi) називається зайнятим, якщо вiн
мiстить принаймнi одну точку рiвномiрної вибiрки, та порожнiм – у супротивному
випадку.

Для фiксованого n позначимо через Un,1 ≤ . . . ≤ Un,n порядковi статистики, що вiд-
повiдають рiвномiрним точкам U1, . . . , Un. Важливими характеристиками гратки Бер-
нуллi, породженої n рiвномiрними точками, є такi функцiонали:

• Ln = #{0 ≤ k ≤ Mn − 1 : (Qk+1, Qk) не мiстить жодної рiвномiрної точки} –
число порожнiх iнтервалiв до останнього зайнятого, якщо iнтервали рахувати
справа налiво;

• Kn = #{k ≥ 0 : (Qk+1, Qk) мiстить принаймнi одну рiвномiрну точку} – число
зайнятих iнтервалiв;

• Kn,r = #{k ≥ 0 : (Qk+1, Qk) мiстить r рiвномiрних точок} – кiлькiсть iнтервалiв,
в яких мiститься r рiвномiрних точок;

• On = НСК{r ∈ N : Kn,r > 0} – порядок випадкової перестановки, породженої
граткою Бернуллi.

У роботах [1,5,14,20] дослiджено асимптотику при n→∞ згаданих вище функцiо-
налiв та отримано такi результати.

• Дано класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi числа Kn зайнятих iнтервалiв. По-
казано, що гратка Бернуллi може (i має) розглядатися як урнова схема Карлiна
у випадковому середовищi, при цьому випадковiсть середовища домiнує над ви-
бiрковою випадковiстю (роздiл 2 монографiї [1]).

• Наведено повну класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi випадкових процесiв
Kn(t) =

∑[nt]
r=1Kn,r, t ∈ [0, 1], [5].

• Дослiджено режими слабкої збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв послiдовно-
стi випадкових процесiв (L[nt])t≥0 числа порожнiх iнтервалiв [14].

• Для класу випадкових пiдстановок, породжених гратками Бернуллi, отримано
граничнi теореми для їх порядку On (теореми типу Ердьоша-Тюрана) [20].
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5 Огляд результатiв про коалесценти з множинними

зiткненнями

Переставний коалесцент з множинними зiткненнями Πn = (Πn(t))t≥0 є марковським
процесом, що набуває значень у множинi розбиттiв n натуральних чисел {1, 2, . . . , n}.
В момент часу t = 0 процес стартує з розбиття {{1}, {2}, . . . , {n}}, а далi еволюцiонує
згiдно з правилом: у кожний момент часу t ≥ 0, якщо число блокiв дорiвнює m, то
кожен пiднабiр з k блокiв зливається в один блок з iнтенсивнiстю

λm,k =

∫ 1

0

xk−2(1− x)m−kΛ(dx), 2 ≤ k ≤ m,

де Λ позначає деяку скiнченну мiру, визначену на сегментi [0, 1]. В зв’язку з останньою
характеризацiєю, коалесценти з множинними зiткненнями також називають Λ-коалес-
центами.

Важливою проблемою є дослiдження таких функцiоналiв вiд переставних коале-
сцентiв:

• Xn – число зiткнень (злиттiв) коалесцента, доки не залишиться єдиний блок;

• τn – час до поглинання, тобто час до останнього злиття;

• Ln – сумарний час життя всiх блокiв в коалесцентi до часу поглинання.

В роботах [1,15,16,21] циклу отримано такi головнi результати.

• Побудовано каплiнг Λ-коалесценiтв з пилом та випадкових регенеративних ком-
позицiй [21], що дозволило дослiдити слабку збiжнiсть числа Xn зiткнень та часу
поглинання τn коалесцентiв з пилом.

• З використанням технiки ймовiрнiсних метрик отримано граничнi теореми для
числа злиттiв у коалесцентах без пилової компоненти [16].

• Доведено збiжнiсть повної довжини Ln дерева бета(1, b)-коалесцентiв до 1-стiйко-
го розподiлу [16];

• Знайдено асимптотику моментiв, доведено посилений закон великих чисел та цен-
тральну граничну теорему для числа Xn зiткнень у бета (2, b)-коалесцентах, b > 0

(роздiл 3 монографiї [1]).
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6 Огляд результатiв, пов’язаних з випадковими про-

сiюваннями

Нехай R є довiльною випадковою нескiнченною пiдмножиною N. Процедура випадково-
го просiювання множини N за допомогою R визначається як нескiнченна послiдовнiсть
«раундiв» 1, 2, . . . така, що в раундi k:

• ще не просiянi точки N (в кожному раундi їх нескiнченна кiлькiсть) перенумеро-
вуються зi збереженням порядку;

• пiсля перенумерацiї, визначається незалежна вiд всiх попереднiх раундiв копiя Rk

множини R i з непросiяних точок видаляються точки з номерами, що не лежать
в Rk.

В роботi [6] з запропоновано та дослiджено процедуру випадкового просiювання, в якiй
R є областю значень деякого випадкового блукання на N. В згаданiй роботi отримано
такi результати:

• отримано граничнi теореми для числа непросiяних точок, позицiй непросiяних
точок та числа раундiв до просiювання перших M точок;

• отримано характеризацiю стiйких вiдносно просiювання випадковими блукання-
ми точкових процесiв (поняття стiйкостi точкових процесiв вiдносно просiювання
запропоновано вперше).

7 Iншi результати

Наведемо перелiк найважливiших результатiв з загальної теорiї випадкових регенера-
тивних структур, що були отриманi в роботах циклу «Випадковi регенеративнi стру-
ктури» та не були згаданi вище.

1. Запропоновано новий метод – метод iтеративних функцiй – дослiдження асимпто-
тики моментiв випадкових рекурсивних послiдовностей [1,22]. З використанням
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цього методу встановлено асимптотику моментiв числа зiткнень Xn та часу по-
глинання τn, а також доведено слабку збiжнiсть сумарного часу Ln життя всiх
блокiв у коалесцентi Пуассона-Дiрiхле [1].

2. Доведено граничнi теореми для низки функцiоналiв, що дiють на збурених ви-
падкових блуканнях. Зокрема,

• встановлено функцiональну граничну теорему для числа вiзитiв збуреного
випадково блукання в iнтервал [0, x], при x→∞, [5];

• встановлено ряд граничних теорем для рiзницi мiж числом вiзитiв в iнтервал
[0, x] збуреним та звичайним випадковими блуканнями [23].

3. З використанням технiки ймовiрнiсних метрик, отримано достатнi умови слабкої
збiжностi часу поглинання у спадних ланцюгах Маркова до стiйких розподiлiв
[7]. За допомогою отриманих результатiв розв’язано низку вiдкритих проблем:

• встановлено граничну теорему для числа злиттiв у бета-коалесцентах без
пилової компоненти [16];

• отримано центральну граничну теорему для числа нульових декрементiв у
випадковому блуканнi з бар’єром [17].

4. Доведено локальну унiверсальнiсть для дiйсних коренiв тригонометричних полi-
номiв [10].

5. Доведено збiжнiсть моментiв у граничних теоремах для процесiв вiдновлення [9].

6. Отримано розклади Еджворта для розподiлу Юенса [11].

7. З використанням симетрiй процесу Пуассона в додатному квадрантi, отримано
ряд рiвностей за розподiлом, що пов’язують рiвномiрнi та показниковi випадковi
величини [19].

Претендент на здобуття щорiчної премiї
Президента України для молодих учених О.В. Маринич
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