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„Алгебраїчні, геометричні та динамічні властивості скінченних автоматів”,

яку виконує претендент на здобуття щорічної премії Президента України для молодих учених
Абстрактні автомати є математичною моделлю довільних обчислень. Тому абстрактні автомати можуть використовуватися при проектуванні і дослідженні схем електронних пристроїв, обчислювальної техніки, автоматики, протоколів зв’язку, комп’ютерних програм, синтаксичному аналізі, для опису нейрологічних систем, граматики мов та багато іншого. Теорія автоматів досліджує властивості автоматів та обчислювальні проблеми, які ними розв’язуються, і лежить в основі всіх цифрових технологій, оскільки кожен комп’ютер є практичною реалізацією скінченного автомата. Математичні засади теорії автоматів ґрунтуються на алгебраїзації поняття інформації в машинах, що дозволяє використовувати алгебраїчні методи при дослідженні потоку інформації під час роботи машини. Саме дослідженню різних математичних властивостей автоматів та їх застосуванню присвячено цикл робіт «Алгебраїчні, геометричні та динамічні властивості скінченних автоматів».

Різні види автоматів було розроблено у зв’язку з конкретними практичними задачами, що ними моделюються або розв’язуються: машини Тюрінга, Мура, Мілі, клітинні автомати, автомати-розпізнавачі, акцептори, автомати-транслятори тощо. В даному циклі робіт ми розглядаємо детерміновані синхронні автомати-транслятори (автомати Мілі) з однаковими вхідним та вихідним алфавітом. Такі автомати перетворюють вхідні слова літера за літерою, змінюючи активний внутрішній стан автомата. Таким чином, кожен стан автомата, прийнятий за ініціальний стан, визначає перетворення на множині скінченних та нескінченних слів над алфавітом. Перші кроки у вивченні напівгруп та груп, породжені цими автоматними перетвореннями, були здійснені в шестидесятих роках двадцятого століття в Київській математичній школі під керівництвом академіка В.М. Глушкова. Пройшло півстоліття і зараз автоматні групи відіграють важливу роль у різних розділах сучасної математики: алгебра, динамічні системи, фрактальна геометрія, комбінаторика.  
Перші приклади автоматних груп привернули увагу як групи з багатьма цікавими властивостями. Наприклад, групи В.С. Алешина, В.І. Сущанського, Р.І. Григорчука були побудовані як прості приклади нескінченних скінченно породжених періодичних груп, тобто були прикладами Бернсайдових груп. Пізніше Р.І. Григорчук довів, що автоматна група, яку він визначив, має проміжний ріст між поліноміальним та експоненційним, що дало відповідь на одразу два відкритих питання: проблему Мілнора про ріст та проблему Дея про аменабельність. З часом були знайдені інші цікаві властивості групи Григорчука, які були незвичними з точки зору класичної теорії груп, а сама група Григорчука стала фундаментальними прикладом в теорії автоматних груп.
Дія автоматів на словах моделюється графами дії, які теж виявилися цікавими. Наприклад, дослідження спектральних властивостей цих графів для одного автомата привело до побудови контрприкладу до сильної гіпотези Атьї.  Л. Бартольді та Р.І. Григорчук помітили, що для кількох автоматів графи дії на словах фіксованої довжини збігаються до деяких просторів, які мають фрактальну структуру. Це привело до визначення В.В. Некрашевичем граничного простору для стискуючих автоматів, що встановило прямий зв’язок між теорією автоматів та фрактальною геометрією. При цьому графи дії автоматів можна використовувати при дослідженні топології граничних просторів. Інший фундаментальний зв’язок був встановлений В.В. Некрашевичем між теорією автоматних груп та динамічними системами через групи ітерованих монодромій. Цей зв’язок був використаний Л. Бартольді та В.В. Некрашевичем для розв’язання проблеми Хаббарда з комплексної динаміки.  
Мета роботи. Дослідити алгоритмічні, алгебраїчні та геометричні властивості скінченних автоматів та груп, породжених автоматами, комбінаторні та геометричні об’єкти, пов’язані із скінченними автоматами, та асоційовані динамічні системи. 
Методи дослідження. У циклі наукових робіт використовуються методи геометричної та комбінаторної теорії груп, лінійної алгебри, дискретної математики, теорії алгоритмів, методи символьної динаміки та фрактальної геометрії.
Публікації за темою циклу. Цикл наукових праць складається з 2 навчальних посібників, 12 наукових статей та 7 тез конференцій, опублікованих з 2009 по 2013 рік. 
Опис основних результатів. Перш ніж перейти до результатів циклу наукових робіт сформулюємо необхідні початкові відомості.

Нехай X – скiнченна множина потужностi |X| ≥ 2, яку будемо називати алфавiтом. Нехай X* – множина всiх скiнченних слiв x1x2...xn, xi(X, n(N, а Xw – множина всiх нескiнченних вправо слiв (послiдовностей) x1x2…, xi(X.
Ми розглядаємо детерміновані синхронні автомати над алфавітом X, також відомі як автомати Мілі. Кожен такий автомат задається набором A = (Q, π, λ), де Q – множина станiв автомата, π: X×Q → Q – функцiя переходiв, λ: X×Q → X – функцiя виходiв. Автомат називається скiнченним, якщо множина його станiв скiнченна. Автомат із зафіксованим початковим станом називається ініціальним. Скiнченний автомат A можна задавати помiченим орiєнтованим графом, вершинами якого є стани автомата, а стрiлками є q → π(x,q) з мiткою x | λ(x,q) для всiх q(Q i x(X. Такий граф мiстить повну iнформацiю про автомат, i ми будемо ототожнювати автомат з вiдповiдним графом.
Автомат перетворює слова над алфавітом таким чином: якщо автомат знаходиться у станi q1(Q, вiн читає першу лiтеру x1, виводить лiтеру y1=λ(x1,q1) i переходить у стан q2 = π(x1,q1); залишок слова обробляється так само з нового
стану q2, i т.д. Отже, кожен стан автомата (ініціальний автомат) визначає вiдображення Aq : X* → X*, q(Q, де Aq(x1x2...) = y1y2... тодi i лише тодi, коли автомат мiстить орiєнтований шлях, який починається в станi q i помiчений парами x1|y1, x2|y2, . . . . Якщо кожне з вiдображень Aq є оборотним (автомат A є оборотним), то можна розглянути групу G(A) = <Aq : q(Q>, яка називається автоматною групою автомата A.


Множину X* можна розглядати як множину вершин однорідного кореневого дерева T з ребрами (v,vx) для v(X* та x(X. Тоді кожне перетворення Aq задане оборотним автоматом A є автоморфізмом дерева T. І навпаки, кожен автоморфізм g дерева Т можна задати деяким ініціальним автоматом Ag, взагалі кажучи, з нескінченною кількістю станів. 
Використовуючи цю відповідність між автоматами та автоморфізмами визначають кілька класів спеціальних підгруп в групі Aut(T) автоморфізмів дерева T. Автоморфізми, які відповідають скінченним автоматам, називаються скінченно становими. Множина всіх скінченно станових автоморфізмів утворює зліченну групу FAut(T). Підгрупа G<Aut(T) називається самоподібною, якщо для кожного елемента g(G всі автоморфізми, задані станами автомата Ag, належать групі. Автоматні групи – це в точності самоподібні групи, які породжуються скінченною множиною скінченно станових автоморфізмів. Об’єднання всіх скінченно породжених самоподібних підгруп групи Aut(T) є зліченною групою RAut(T) функційно рекурсивних автоморфізмів. 
Основні результати циклу наукових праць «Алгебраїчні, геометричні та динамічні властивості скінченних автоматів» можна умовно поділити на чотири розділи.
1. Алгоритмічні проблеми навколо автоматних груп
При дослідженні скінченних автоматів та груп, ними породжених, природно виникають різні алгоритмічні питання. Наприклад, чи можна для заданого автомата перевірити, чи є відповідна група скінченною (проблема скінченності), періодичною, вільною? Чи буде заданий стан автомата визначати перетворення скінченного порядку, чи ні (проблема порядку)? Та багато інших. Ці питання вивчалися для різних класів автоматів, але в загальній постановці вони залишаються відкритими на даний момент. Відмітимо, що нещодавно П. Гілліберт (2014) довів алгоритмічну нерозв’язність проблеми скінченності в класі автоматних напівгруп. 

В класі автоматних груп також розглядаються класичні алгоритмічні питання комбінаторної теорії груп: проблема слів, проблема спряженості, проблема ізоморфізму. Відомо, що проблема слів розв’язується в кожній автоматній групі за щонайбільш експоненційний час класичним алгоритмом мінімізації автоматів. В деяких класа автоматних груп, наприклад, стискуючих групах, для обмежених автоматів, проблема слів розв’язується за поліноміальний час, але алгоритмічна складність цієї проблеми в усьому класі автоматних груп залишається відкритим питання. Проблема спряженості була розв’язана тілька в кількох автоматних групах, наприклад, в групі Григорчука (1998) та Базиліці (2002). Крім того, З. Шуніч та Е. Вентура (2012) побудували приклад автоматної групи з нерозв’язною проблемою спряженості.
В циклі робіт отримано низку важливих наукових результатів про вищевказані алгоритмічні проблеми в класі автоматних груп, породжених поліноміальними автоматами. Поліноміальні автомати визначив С. Сідкі (2000), досліджуючи ріст активності автоматів (скільки символів змінює автомат у вхідних словах). Вони допускають просту комбінаторну характеризацію: скінченний автомат є поліноміальним тоді і лише тоді, коли в автоматі різні нетривіальні цикли не містять спільних вершин, де тривіальний цикл – це петля у стані, що тривіально діє на всіх словах. В цьому випадку степенем автомата називається максимальна кількість нетривіальних циклів, які можна з’єднати орієнтованим шляхом, мінус один. Поліноміальні автомати степеня нуль називаються обмеженими. Множина всіх обмежених автоматів над заданим алфавітом утворює групу обмежених автоматів. Цікаво, що більшість автоматних груп, які досліджувалися у зв’язку з ростом груп, періодичністю, аменабельністю, наприклад, групи Григорчука, Гупта-Сідкі, Гупта-Фабріковського, група Базиліка, породжуються обмеженими автоматами. Крім того, Є.В. Бондаренко та В.В. Некрашевич (2004) показали, що обмежені автомати – це в точності ті автомати, для яких граничний простір є пост-критично скінченною самоподібною множиною, що відіграють важливу роль у побудові аналізу на фракталах.
В даному розділі отримано такі наукові результати: 

1) Доведено, що проблема слів в групах поліноміальних автоматів розв’язується за субекспоненційний час exp(O( (log n)m+1) )), де m – це степінь поліноміального автомата. Цей результат узагальнено на широкий клас автоматів, який об’єднує поліноміальні та стискуючі автомати.  
2) Запропоновано загальний підхід до проблеми порядку для ініціальних автоматів та функційно рекурсивних автоморфізмів дерев. Доведено, що проблема порядку є алгоритмічно розв’язною для ініціальних скінченних автоматів із скінченною кількістю орбітальних станів, та описано відповідний алгоритм. Показано, що обмежені ініціальні автомати мають скінченну кількість орбітальних станів, і тому проблема порядку розв’язна в класі обмежених автоматів.

3) Запропоновано загальний підхід до проблеми спряженості в групах автоматів та групах автоморфізмів дерев. Показано, що спряженість для автоморфізмів зі скінченною кількістю орбітальних станів в групах Aut(T) та RAut(T) можна перевірити за допомогою спеціального графа спряженості, який алгоритмічно будується за заданими автоморфізмами. Як наслідок отримано, що проблема спряженості для обмежених ініціальних автоматів в групах Aut(T) та RAut(T) є алгоритмічно розв’язною. Доведено, що два стискуючих автоморфізми зі скінченною кількістю орбітальних станів спряжені в групі Aut(T) тоді і лише тоді, коли вони спряжені в групі FAut(T). 
4) Доведено, що проблема спряженості алгоритмічно розв’язна в групі обмежених автоматів. Винайдено два різні алгоритми для розв’язання цієї проблеми. Доведено, що проблема спряженості для довільної скінченної кількості обмежених ініціальних автоматів розв’язна в кожній групі поліноміальних автоматів.
5) Доведено, що проблема скінченності є алгоритмічно розв’язною в класі обмежених автоматів без нетривіальних фінітарних станів.

Ці результати опубліковано в журналах: «Mathematische Annalen» з імпакт-фактором 1.378 за 2012 рік, «Groups, Geometry, and Dynamics» з імпакт-фактором 0.9 за 2013 рік та «Вісник КНУ».
2. Алгебраїчні властивості автоматних груп
Дослідження навколо групи Григорчука, як основного прикладу автоматної групи, привели до виникнення класу гіллястих груп автоморфізмів кореневих дерев, які були визначені Р.І. Григорчуком (1998). Гіллясті групи виділяються тим, що їхня гратка підгруп подібна дереву. Важливість цих груп пов’язана з тим, що гіллясті групи – це один з трьох класів груп, на які діляться всі скінченно породжені екстремальні групи (нескінченні групи, всі власні факторгрупи яких є скінченними) відповідно до теореми Вілсона-Григорчука. 
Серед важливих питань, пов’язаних з гіллястими групами, одним з основних є питання про структуру їхніх максимальних підгруп. Це питання напряму пов’язано з описом підгруп, які щільні в проскінченній топології. На початку 90-х років Б. Хартлі поставив питання, чи існує максимальна підгрупа нескінченного індексу в групі Григорчука. Негативну відповідь на це питання дала Е. Первова (2000). Р.І. Григорчук, З. Шуніч та Л. Бартольді запитали, чи справедливий цей факт для всіх регулярно гіллястих груп; відповідне питання сформульовано в Коурівському зошиті. Ми даємо відповідь на це питання – побудовано приклад гіллястої автоматної групи, яка містить максимальні підгрупи нескінченного індексу. 
Нагадаємо, що автоматні групи привернули увагу математиків після того, як Р.І. Григорчук показав, що його автоматна група має проміжний ріст між поліноміальним та експоненційним, давши відповідь на питання Дж. Мілнора та М. Дея. За останні п’ять років було отримано ряд важливих результатів про іншу важливу характеристику скінченно породжених груп – функцію росту спряженості, яка обчислює кількість класів спряженості, що перетинають кулю радіуса n в графі Келі групи. В одній роботі з циклу доведено, що функція росту спряженості для слабко гіллястих груп автоморфізмів регулярних кореневих дерев має суперполіноміальний ріст. Як наслідок показано, що функція росту спряженості групи Григорчука має проміжний ріст між поліноміальним та експоненційним.
Замикання автоматних регулярно гіллястих груп в топології дерева можна описати скінченною множиною допустимих локальних дій на дереві (шаблонів). Це спостереження Р.І. Григорчука привело до виникнення проскінченних самоподібних груп скінченного типу, які подібні зсувам скінченного типу в символьній динаміці. Важливість цього спостереження підтвержується тим, що опис цього замикання дозволяє легко порахувати Хаусдорфову розмірність автоматної групи. Р.І. Григорчуком було поставлено ряд питань про властивості самоподібних груп скінченного типу, одним з яких є питання про те, коли така група є топологічно скінченно породженою. Для шаблонів глибини d=1 відповідна самоподібна група є вінцевим степенем деякої скінченної групи F. Нами доведено, що в цьому випадку самоподібна група є топологічно скінченно породженою тоді і лише тоді, коли група F є досконалою, тобто F=[F,F]. Цей результат нетривіально розширено на довільні вінцеві добутки: доведено, що нескінченно ітерований вінцевий добуток скінченних транзитивних груп підстановок з рівномірно обмеженою кількістю твірних є топологічно скінченно породженим тоді і лише тоді, коли прямий добуток абеліанізацій цих груп є топологічно скінченно породженим. Цей результат також узагальнює результати М.Бхаттачарі, М.Квік, А.Ворини, та багатьох інших про системи твірних у ітерованих вінцевих добутках. Також встановлено загальний критерій, коли самоподібна група скінченного типу є скінченно породженою, що дало часткову відповідь на питання Р.І. Григорчука. Цей результат застосовано для класифікації самоподібних груп скінченного типу, заданих шаблонами глибини ≤ 4.
Одним з  фундаментальних питань в теорії автоматних груп – це зрозуміти, які групи можна реалізувати скінченними автоматами. За останні два десятиліття в цьому напрямку отримано низку результатів. Зокрема, було знайдено автоматне зображення для таких груп: вільних абелевих груп, деяких лінійних груп, вільних груп та вільних добутків циклічних груп порядку два, групи блимаючих лампочок, групи Баумслага-Солітера, групи Гейзенберга тощо. Кожне автоматне зображення довільної заданої групи G можна будувати за допомогою деякого віртуального ендоморфізму групи (:H(G (гомоморфізм із підгрупи H<G скінченного індексу) та деякого вибору трансверсалі T для підгрупи H. За трійкою (G,(,T) завжди будуєть самоподібна дія групи G на просторі нескінченних слів. Проблема полягає в тому, що така дія не завжди скінченно-станова. В.В. Некрашевич та С. Сідкі (2004) довели, що точна дія вільної абелевої групи Zn з віртуальним ендоморфізмом ( є скінченно-становою тоді і лише тоді, коли спектральний радіус (, як лінійного оператора в просторі Rn, менше одиниці, тобто коли дія є стискуючою. С. Сідкі запитав, чи можна перенести цей результат на нільпотентні групи. В одній роботі з циклу ми даємо відповідь на це питання.
Нехай G – скінченно породжена нільпотентна група без скруту і (:H(G – віртуальний ендоморфізм G. Самоподібні дії, асоційовані з парою (G,(), мають новий рівень складності порівняно з абелевими групами: дія може бути скінченно-становою для одного вибору трансверсалі T, і не бути скінченно-становою для іншого. Тому виникає два питання: Коли існує скінченно-станова дія для пари (G,()? Коли всі самоподібні дії для пари (G,() є скінченно-становими? Ми даємо відповідь на обидва ці питання в термінах Жорданової нормальної форми (, як автоморфізма алгебри Лі поповнення Мальцева групи G. Зокрема, доведено, що всі самоподібні дії, асоційовані з парою (G,(), є скінченно-становими тоді і лише тоді, коли спектральний радіус (  менше одиниці.
Ці результати опубліковано в журналах: «International Journal of Algebra and Computation» з імпакт-фактором 0.662 за 2013 рік, «Geometriae Dedicata» з імпакт-фактором 0.469 за 2013 рік, «Archiv der Mathematik» з імпакт-фактором 0.483 за 2010 рік, та в «Карпатські математичні публікації».
3. Геометричні та динамічні властивості скінченних автоматів

Скінченні автомати та автоматні групи тісно пов’язані з фрактальною геометрією та динамічними системами через поняття граничного простору JG автоматної групи та її граничною динамічною системою (JG,s), які були винайдені В.В. Некрашевичем (2004). Опишемо коротко цю конструкцію. Граничний простір JG автоматної групи G можна визначати як факторпростір простору X-w всіх нескінченних вліво послідовностей над алфавітом X за відношенням еквівалентності, де дві послідовності еквівалентні, якщо вони читаються по мітках вздовж орієнтованого шляху в автоматі. Простір JG є компактним і часто має фрактальну будову. Іншими геометричними об’єктами, пов’язаними з автоматами, є простір XG, який є локально компактним, метризованим, з кокомпактною дією групи G, і плитка простору ТG(XG, яка накриває простір під дією групи G. Зсув на просторі послідовностей індукує зсув s на просторі JG, і таким чином утворюється гранична динамічна система (JG,s). 
Серед прикладів таких просторів є як класичні простори XG=Rn з самоафінною плиткою TG у випадку вільних абелевих груп, так і множини Жуліа JG=Jf у випадку автоматних груп, що моделюють дію раціональних функцій на сфері Рімана. Саме цей зв’язок між автоматними групами та динамічними системами був використаний Л. Бартольді та В.В. Некрашевичем (2006), щоб розв’язати відому проблему Хаббарда з комплексної динаміки. 

Одним з основних результатів циклу є побудова теорії міри на граничних просторах автоматних груп. Для цього вивчалися властивості міри Бернулі на софічних зсувах та інших множинах, асоційованих із скінченними орієнтованими графами, ребра якого помічені літерами алфавіту. Зокрема, знайдено алгортимічний метод для знаходження міри Бернулі множин Fv, які складаються з нескінченних вліво послідовностей над X, що читаються вздовж шляхів в заданому графі. Доведено, що сума мір множин Fv по всіх вершинах для право-зворотного графа є цілим числом, яке у випадку автоматних груп визначає кратність накриття граничного простору XG плиткою TG.
Образ рівномірної міри Бернулі на просторі X-w визначає міру m на просторі JG, яка задовольняє умові самоподібності Дж. Хатчінсона. Аналогічно визначається G-інваріантна міра на граничному просторі XG, при цьому звуження цієї міри на плитку TG теж є самоподібною мірою. Граничні простори JG та ХG залежать з точністю до гомеоморфізму тільки від пари (G,(), де ( – це віртуальний ендоморфізм групи (див. попередній розділ), але плитка TG залежить від вибору автоматної дії, асоційованої з парою (G,(). Доведено, що визначені міри на просторах JG та ХG теж залежать лише від пари (G,(), а не від конкретної автоматної дії групи G. Це закладає основи для теорії міри на цих просторах. 
Застосовуючи отримані результати про властивості міри Бернулі на софічних зсувах, знайдено алгоритмічний метод для знаходження міри плитки ТG через твірний автомат групи. Основним результатом цього розділу є наступна теорема: гранична динамічна система (JG,s,m) спряжена з одностороннім зсувом Бернулі. Зауважимо, що фактор зсуву Бернулі може бути не спряженим із зсувом Бернулі, а доведення нашого результату спирається на критерії спряженості Хофмана-Рудольфа (2002).

 Отримані результати можуть застосовуватися у дуже різних областях математики. Наприклад, якщо автомат породжує нільпотентну групу без скруту G, то відповідна міра на просторі XG є класичною мірою Хаара на відповідній нільпотентній групі Лі, поповненню Мальцева групи G. Зокрема, в абелевому випадку ми отримуємо стандартну міру Лебега, а плитка TG в цьому випадку є відомою у фрактальній геометрії самоафінною плиткою. Таким чином, ми отримали алгоритмічний метод для знаходження міри Лебега самоафінних плиток. Якщо ж розглядати групи ітерованих монодромій (це автоматні групи, які моделюють динаміку раціональних функцій) для субгіперболічних раціональних функцій f, то міра m на просторі JG – це в точності єдина f-інваріантна ймовірнісна міра на множині Жуліа Jf відображення f, а динамічна система (Jf,f,m) спряжена з граничною динамічною системою групи. 

Результати про міру Бернулі софічних зсувів вдалося застосувати до самоафінних множин, які інтенсивно досліджуються у зв’язку з позиційними системами числення, побудовою вейвлетів, замощеннями евклідових просторів тощо. Кожна самоафінна множина T(A,D) визначається розширюючою цілочисельною матрицею A(Mn(Z) і скінченною множиною векторів D(Zn. Вказано, як за цією парою можна побудувати скінченний автомат. Цей автомат може не бути оборотним, і застосувати розроблені методи теорії автоматних груп не виходить. Тим не менше, ми отримали алгоритмічний метод для знаходження міри Лебега самоафінних множин, міру перетину зсунутих самоафінних множин T((T+u) для u(Zn, та міру перетину різних самоафінних множин T(A,D1) та T(A,D2) зі спільною визначальною матрицею A.
Оскільки простір JG часто має самоподібну структуру, то природно постає питання про знаходження його Хаусдорфової розмірності. У випадку обмежених автоматів це питання зводиться до вивчення динаміки спеціальних кусково-лінійних відображень на векторах з невід’ємними координатами. 
Нехай K – це скінченна множина квадратних матриць розмірності n з невід’ємними коефіцієнтами, і розглянемо відображення 
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де «min» та «max» означає покоординатний мінімум та максимум відповідно. Такі відображення виникають у багатьох задачах, наприклад, в теорії Марківських ланцюгів, паралельних обчисленнях, транспортних мережах тощо. Вивчення відображень fK було започатковано Р. Белманом, який досліджував динаміку fK та існування строго додатнього власного вектора для fK у випадку, коли всі матриці в множині K є додатніми. Для довільних невід’ємних матриць це питання досліджували Є. Сенета, В. Зіджим, К. Сладкі та багато інших математиків.

В одній роботі з циклу перенесено деякі основні результати теорії Перона-Фробеніуса про невід’ємні матриці на відображення gK. Доведено, що існують невід’ємні кореневі вектори для відображення gK, знайдено достатні та необхідні умови існування додатнього власного вектора для gK, вивчена динаміка gK на додатніх векторах. Зокрема, доведено, що для кожної скінченної множини матриць K існує матриця A, яка може не належати множині K, така, що gK(n)(v)~Anv для довільного додатнього вектора v, і вказано алгоритмічний метод знаходження такої матриці. Це дало метод для знаходження Хаусдорфової розмірності граничних просторів для широкого класу автоматних груп.
Ці результати опубліковано в журналах: «Advances in Mathematics» з імпакт-фактором 1.373 за 2012 рік, «Discrete & Computational Geometry» з імпакт-фактором 0.938 за 2011 рік та «Linear Algebra and its Applications» з імпакт-фактором 1.073 за 2009 рік.
4. Графи дії автоматів

Одними з ключових комбiнаторних об’єктiв, асоцiйованих з автоматами, є графи дiї автоматiв, якi моделюють їхню дiю на скiнченних та нескiнченних послiдовностях. Нехай A – автомат над алфавітом X. Графом дії Гn(A)=Г(A,Xn) автомата на множині Xn називається граф з множиною вершин Xn, в якому два слова з Xn з’єднані ребром тоді і лише тоді, коли автомат переводить одне слово у друге при деякому виборі ініціального стану. Аналогічно визначається граф Г(A,Xw) дії автомата на множині Xw нескінченних слів. Ці графи несуть важливу iнформацiю про граничні простори, асоцiйованi з автоматами.

В.В. Некрашевич (2010) довів, що всі зв’язні компоненти графа Г(A,Xw) для поліноміальних автоматів є аменабельними, і висунув гіпотезу, що ці графи можуть мати субекспоненційний ріст. Ми доводимо цю гіпотезу і даємо оцінку на ріст: для кожного поліноміального автомата A існує константа с така, що функція росту кожної зв’язної компоненти графа Г(A,Xw) обмежена зверху 
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Р.І. Григорчук та З. Шуніч (2006) показали, як можна моделювати автоматами відому гру «Ханойська вежа» на n стрижнях, при цьому ребра в графах дії автомата відповідають ходам гравця. Ці автомати не є поліноміальними при n>3. Тим не менше, ми доводимо, що всі зв’язні компоненти графа Г(A,Xw) для цих автоматів мають проміжний ріст між поліноміальним та експоненційним з такими самими оцінками, як і для поліноміальних автоматів.
Відповідаючи на питання А. Жука, математики Ф. Фіорензі, Ф. Скаработті та Т. Чікеріні-Зільберштейн (2004) та незалежно І. Бенжаміні та С. Хофман (2005) побудували приклади аменабельних графів з тривіальною групою автоморфізмів і щільною псевдогрупою голономій. Л. Бартольді та В.В. Некрашевич помітили, що всі ці графи є зв’язними компонентами графа Г(A,Xw) для одного поліноміального автомата степеня один. В одній роботі з цикла досліджуються всі зв’язні компоненти графа Г(A,Xw) для цього автомата, визначаються класи ізоморфізму та локального ізоморфізму для цих графів, знаходяться їхні групи автоморфізмів, та доводиться, що всі вони мають проміжний ріст між поліноміальним та експоненційним.
Зовсім в іншому напрямку знайдено застосування автоматів для побудови графів експандерів, які широко використовуються в математиці та інформаційних технологіях, наприклад, в теорії кодів з виправленням помилок, проектуванні комп’ютерних мереж, теорії складності тощо. Знайдено комбінаторну конструкцію самоподібних груп, графи дії Гn(A) яких утворюють послідовність експандерів. Це відкриває широкі можливості для прикладних застосувань автоматів та автоматних груп в різноманітних розділах комп’ютерних наук. 

Ці результати опубліковано в журналах: «Mathematische Annalen» з імпакт-фактором 1.378 за 2012 рік та «European Journal of Combinatorics» з імпакт-фактором 0.658 за 2012 рік.
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