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Реферат
Актуальність та загальна характеристика роботи
У роботі розглянуто класифікаційні проблеми лінійної алгебри за трьома суміжними напрямками: зображення частково впорядкованих множин, зображення скінчених груп над полями та відображення на лінійних просторах.

Проблема опису зображень частково впорядкованих множин та колчанiв у скiнченновимiрному лiнiйному просторi пов'язана з багатьма проблемами лiнiйної алгебри i активно вивчалась зокрема в роботах київських математиків А.В. Ройтера, Л.А. Назарової, Ю.А. Дрозда, М.М. Клейнера та інші. У 1970-х роках було дослiджено, в яких випадках задача класифiкацiї зображень має скiнченний, ручний та дикий тип, отримано опис зображень частково впорядкованих множин та колчанiв у випадках скiнченного та ручного типу та інші.

Задачi класифiкацiї зображень частково впорядкованих множин можна розглядати i у гiльбертовому просторi. Але вже навiть у найпростiших випадках такi задачi є дикими (наприклад, задача класифiкацiї трiйки пiдпросторiв, два з яких ортогональні, з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi у скiнченновимiрному гiльбертовому просторi є *-дикою).

Задача значно змінюється з введенням додаткових умов ортоскалярності на зображення в гільбертовому просторі. У випадку колчанiв у роботах С.А. Кругляка та А.В. Ройтера (2000-2010 рр.) дослiджувалася задача класифiкацiї ортоскалярних зображень колчанiв. У той же час на мовi *-алгебр спецiального типу аналогiчнi задачi вивчалися С.А. Кругляком, В.Л. Островським, В.І. Рабановичем, Ю.С. Самойленко та інші. Виявилося, що результати цих дослiджень корелюють з результатами у випадку лiнiйного простору.

Природньо дослідити зв'язок мiж лiнiйними зображеннями та зображеннями з умовою ортоскалярностi у гiльбертовому просторi. Ортоскалярному зображенню частково впорядкованої множини у гiльбертовому просторi вiдповiдає єдине з точністю до лінійної еквівалентності зображення частково впорядкованої множини у лiнiйному просторi. Але зображення у лінійному просторі може бути лінійно не еквівалентне жодному ортоскалярному зображенню у гільбертовому просторі або ж бути лінійно еквівалентне кільком ортоскалярним, що не унітарно еквівалентні між собою.

Ю.П. Москальовою та Ю.С. Самойленком (2006 р.) доведено, що всi незвiднi ортоскалярнi зображення 
[image: image1.emf]̃
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 породжують усi шурiвські зображення 
[image: image2.emf]̃
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у лiнiйному просторi. Р.В. Грушевим та К.А. Юсенко (2010 р.) аналогічне твердження доведено для усіх частково впорядкованих множин скінченного типу.

У даному циклі робіт, зокрема, досліджуються наступні питання: які нерозкладні зображення частково впорядкованих множин у лiнiйному просторi є лінійно еквівалентні деяким ортоскалярним? Які ортоскалярні зображення відповідають конкретним зображенням у лінійному просторі?

Разом з цим у даній роботі розглядаються зображення скінченних груп над полями, які  займають важливе місце в теорії зображень та її застосуваннях. 

У класичному випадку, коли характеристика поля не ділить порядок скінченної групи, группа має (з точністю до еквівалентності) скінченне число нерозкладних зображень, причому кожне нерозкладне зображення є незвідним.

У модулярному випадку, коли характеристика 
[image: image3.emf]p

ділить порядок групи, скінченне число нерозкладних зображень мають лише групи з циклічною силівською 
[image: image4.emf]p

-підгрупою, а для  більшості скінченних груп задача про опис їх зображень включає в себе задачу про класифікацію пар матриць з точністю до подібності. Точні формальні означення ручних і диких задач наведено в добре відомій роботі Ю.А. Дрозда. Модулярні  зображення скінченних груп вивчали в різний час С.Д. Берман,  В.М. Бондаренко, Р. Брауер, Ш. Бреннер, Д. Грін, П.М. Гудивок, С. Конлон, І. Райнер, К. Рінгель, Д. Хігман та багато інших алгебраїстів.

Ручні групи в цьому випадку повністю описали В.М. Бондаренко і Ю.А. Дрозд. Оскільки кожне зображення групи породжує підгрупу в повній матричній 

групі, то вивчення властивостей зображень часто пов'язане із вивченням властивостей матричних груп. Важливе місце в сучасній алгебрі займають також зображення груп над різними кільцями (в першу чергу цілочислові зображення)  та зображення різних класів кілець. Такі зображення груп вивчали С.Д. Берман, П.М. Гудівок, А. Джонс, Л.О. Назарова, І. Райнер, А.В. Ройтер, А. Трой, А. Хеллер та інші. Зображення різних класів кілець (чи модулів над ними) вивчали З.І. Боревич, Ю.А. Дрозд, О.Г. Завадський, В.В. Кириченко, А.В. Ройтер, Д.К. Фаддєєв, Х. Якобінський та інші алгебраїсти. 

При вивченні вказаних зображень та модулів використовуються як методи самої теорії зображень, так і методи теорії матричних задач.

У даній роботі також розглядаються питання топологічної класифікації відображень на просторах, які є суміжними задачами лінійної алгебри та топології. Топологічна класифікація лінійних відображень між скінченновимірними лінійними просторами давно привертала увагу математиків. 

Класифікація лінійних відображень у комплексних та дійсних векторних просторах випливає з комплексних та дійсних канонічних форм Жордана відносно подібності. Дослідження класифікації лінійних відображень на 
[image: image5.emf]R
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 з точністю до топологічної спряженості розпочали H. Poincare та G. de Rham.У другій половині XX ст. ці дослідження були продовжені: значний вклад у вирішення проблеми класифікації лінійних відображень на 
[image: image6.emf]R
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з точністю до топологічної спряженості зробили N.H. Kuiper та J.W. Robbin, які класифікували лінійні відображення, які не мають власних чисел, що є коренями з одиниці. Вони показали, що проблема класифікації всіх лінійних відображень з точністю до топологічної спряженості зводиться до аналогічної класифікації лише періодичних відображень. Вони зробили припущення, що для періодичних лінійних відображень топологічна спряженість еквівалентна лінійній спряженості, та довели це припущення для лінійних відображень з періодом 1, 2, 3, 4 або 6. 

Пізніше це припущення було доведено і для відображень з деякими іншими періодами, а також для відображень, які задовольняють деяким умовам. Задачу топологічної класифікації лінійних відображень, які мають власні числа, що є коренями з одиниці, частково вирішили N.H. Kuiper та J.W. Robbin, S.E. Cappell та J.L. Shaneson, W.C. Hsiang та W. Pardon, I. Madsen та M.Rothenberg, R. Schultz та інші.

Серед цих робіт виділимо результати, що отримали S.E. Cappell та J.L. Shaneson. Вони показали, що для періодичних лінійних відображень, що діють на 
[image: image7.emf]R
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, 
[image: image8.emf]n ≤5

, топологічна спряженість еквівалентна лінійній спряженості, а також побудували два періодичні лінійні відображення, які топологічно спряжені, але не лінійно спряжені (контрприклад до припущення, що зробили N.H. Kuiper та J.W. Robbin). Відмітимо, що задача класифікації довільних лінійних відображень з

точністю до топологічної спряженості залишається відкритою. 

У даній роботі наведено критерії топологічної спряженості лінійних відображень, що діють не у дійсних просторах. Дана класифікація з точністю до топологічної спряженості широкого класу комплексних матриць та всіх лінійних відоб\-ражень на тілі кватерніонів 
[image: image9.emf]H

.

Задача класифікації лінійних та афінних відображень є актуальною в різних областях математики. J. Blanc (2006 р.) описав спряжені класи бієктивних афінних відображень в афінній групі Кремони над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль. Обернене перетворення також визначене як набір поліномів.

У даній роботі ми узагальнили цей результат для довільних афінних відображень над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль, а також отримали класифікацію широкого класу афінних відображень на 
[image: image10.emf]R
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та 
[image: image11.emf]C
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 з точністю до топологічної спряженості (тобто спряженості довільним гомеоморфізмом).

Разом із цими задачами сьогодні досить актуальними є проблеми класифікації відображень, що діють у розширених лінійних просторах. Так, J. Milnor (2000 р.) досліджував класифікацію раціональних відображень. Прикладом бієктивних раціональних відображень на 
[image: image12.emf]̂

C

 є дробово-лінійні перетворення, які ще називають мебіусові перетворення. Такі перетворення відіграють важливу роль в моделі Пуанкаре простору Лобачевського, що реалізується на 
[image: image13.emf]n

-вимірному крузі або, що еквівалентно, на підпросторі 
[image: image14.emf]R
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. Зауважимо, що довільний однозв'язний рімановий многовид сталої від'ємної кривини ізометричний 
[image: image15.emf]n

-вимірному кругу з гіперболічною метрикою Пуанкаре-Лобачевського. На цьому шляху і виникає вийнятково змістовна теорія з різноманітними застосуваннями в дифференціальній геометрії, теорії гармонічних функцій на симетричних просторах, загальній теорії гіперболічних многовидів, теорії розривних груп і в інших областях математики.

У даній роботі встановлено класифікацію дробово-лінійних перетворень з точністю до топологічної спряженості. Класифікацію дробово-лінійних перетворень, з точністю до спряженості дробово-лінійним перетворенням, встановив A.F. Beardon (1986 р.). Використовуючи матричне представлення, він побудував інваріант, що параметризує спряжені класи таких перетворень.

Мета роботи
Метою даного циклу робіт є розробка та вдосконалення сучасних методів спектральної теорії операторів, теорії зображень *-алгебр в гільбертових просторах, теорії інваріантів, використання відповідних функторів Кокстера для систем підпросторів, методів теорії зображень і теорії модулів, а також стандартних і модифікованих методів комбінаторного аналізу, топології та лінійної алгебри. Наступною задачею було створення теоретичних основ для побудови та дослідження зображень частково впорядкованих множин, колчанiв та *-алгебр у гiльбертовому та лінійному просторах, для розв'язання ряду конкретних задач лінійної алгебри, алгебраїчної топології, динамічних систем, в теорії зображень, теорії матричних груп, алгебричній геометрії та суміжних розділах математики. Значну увагу було приділено застосування теорії лінійної алгебри до топологічної класифікації відображень на просторах. Побудові канонічних відображень при топологічній спряженості.

Наукова новизна та теоретична цінність роботи
У роботі отримано такі основні наукові результати:
· Доведено, що будь-який лiнiйно нерозкладний ортоскалярний набiр пiдпросторiв скiнченновимiрного гiльбертового простору є шурiвським.

· Доведено, що будь-який шурiвський набiр пiдпросторiв, що вiдповiдає примiтивнiй частково впорядкованiй множинi ручного типу, унiтаризується з деяким характером.

· У випадку частково впорядкованої множини, що вiдповiдає розширеному графу Динкіна 
[image: image16.emf]̃
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, отримано опис характерів, з якими можлива унiтаризацiя шурiвських зображень.

· У випадку частково впорядкованої множини, що вiдповiдає розширеному графу Динкіна 
[image: image17.emf]̃
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, отримано опис характерів, з якими можлива унiтаризацiя шурiвських зображень з неперервного спектру.

· Побудована сім’я шурiвських п'ятiрок пiдпросторiв, які не унiтаризуються з жодним із характерів. Розроблено методи побудови шурiвських наборів підпросторів, які унітаризуються з деякими характерами.

· Дано повну класифікацію  модулярних унітрикутних зображень циклічної групи порядку 2.

· Отримано опис унітрикутно диких скінченних груп над полем характеристики 
[image: image18.emf]p > 0

. Зокрема, доведено, що в модулярному випадку будь-яка скінченна 
[image: image19.emf]p

-група порядку більшого ніж 2 є унітрикутно дикою.

· Вказано повний список канонічних представників 2-класів спряжених елементів для груп унітрикутних матриць над полем характеристики 2.

· Для групи унітрикутних матриць будь-якого розміру 
[image: image20.emf]n ×n

 над скінченним полем характеристики 2  знайдено число  2-класів  спряжених елементів.

· Доведено, що коли гіперповерхнева особливість розмірності 
[image: image21.emf]n ≥2

 задана рівняннями без членів степеня 
[image: image22.emf]d ≤3

, або розмірності 
[image: image23.emf]n ≥3

 задана рівняннями без членів степеня 
[image: image24.emf]d ≤2

, то вона є Коен-Маколієво дикою.

· Описано структуру сагайдака мономіальної матриці над полем, критерій нільпотентності мономіальної матриці.

· Знайдено критерії подібності для мономіальних та квазімономіальних матриць над полем.

· Отримано класифікацію, з точністю до топологічної спряженості, афінних відображень на унітарних та евклідових просторах, матриці яких не мають власних чисел, що є коренями з одиниці. Побудовано канонічні форми таких відображень відносно топологічної спряженості.

· Знайдено необхідні та достатні умови топологічної спряженості афінного відображення з відповідним лінійним відображенням.

· Доведено критерії топологічної спряженості афінних відображень на 
[image: image25.emf]F

n

, 
[image: image26.emf]F = R

, 
[image: image27.emf]C

, 
[image: image28.emf]n ≤2

. Підраховано точну кількість топологічно неспряжених класів афінних відображень на 
[image: image29.emf]R

.

· Встановлено топологічну класифікацію афінних відображень над тілом кватерніонів, описано геометричну інтерпретацію відповідних топологічно спряжених лінійних відображень через відповідне представлення у чотирьохвимірному просторі.

· Дано класифікацію афінних відображень над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль з точністю до бірегулярної спряженості.

· Встановлено критерій топологічної еквівалентності відображень поверхні в коло з їзольованими критичними точками.

· Знайдено необхідні та достатні умови топологічної спряженості для дробово-лінійних перетворень, що діють на розширеній комплексній площині, використовуючи нерухомі точки та матричне представлення. Описано класи топологічно спряжених дробово-лінійних перетворень, використовуючи їхню класифікацію за відповідними стандартними формами.

· Встановлено взаємозв'язок між топологічно спряженими дробово-лінійними перетвореннями та відповідними топологічно спряженими комплексними лінійними відображеннями, яким відповідають 2x2 матриці з визначником рівним одиниці. 
Робота носить теоретичний характер. Отримані результати можуть бути використані для розв’язання ряду конкретних задач лінійної алгебри, алгебраїчної топології, динамічних систем, в теорії зображень, теорії матричних груп, алгебричній геометрії та суміжних розділах математики.
Усі результати є новими, доповідалися на різноманітних міжнародних наукових конференціях, конгресах і наукових семінарах. Вони добре відомі фахівцям з алгебри, геометрії, топології як в Україні, так і за кордоном.
Структура роботи

     Цикл наукових праць “Класифікаційні проблеми лінійної алгебри”, що представляється на здобуття премії Президента України для молодих вчених, складається з 20 статей у реферованих журналах і збірниках наукових праць загальним обсягом 158 с. Усі публікації є реферованими, 7 з них містяться у міжнародній базі даних SCOPUS, серед них 7 у міжнародних журналах з ненульовим імпакт-фактором. та налічують понад 40 цитувань, h-індекс = 4.
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