Національна академія наук України

Інститут математики

РЕФЕРАТ
роботи, висунутої на здобуття премії Президента України

для молодих вчених за 2010 рік

АЛГЕБРАЇЧНІ МЕТОДИ В МАТЕМАТИЧНІЙ ФІЗИЦІ

Ванєєва Олена Олександрівна

кандидат фізико-математичних наук,

молодший науковий співробітник,

Інститут математики НАН України

Нестеренко Марина Олександрівна

кандидат фізико-математичних наук,

науковий співробітник,

Інститут математики НАН України

Київ — 2010

Актуальність та загальна характеристика роботи
Серед усієї множини диференціальних рівнянь у частинних похідних існує порівняно небагато рівнянь, що описують природні явища. Виникає питання: чим саме з математичної точки зору ці рівняння вирізняються з множини усіх можливих? Виявляється, що переважна більшість рівнянь математичної фізики мають нетривіальні симетрійні властивості. Це означає, що многовиди їх розв’язків інваріантні відносно певних груп перетворень. Таким чином, наявність широкої групи інваріантності можна розглядати як критерій відбору рівнянь, що описують реальні фізичні процеси. Цей факт підтверджується наступним прикладом. Серед множини систем лінійних диференціальних рівнянь в частинних похідних першого порядку для двох вектор-функцій 
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 існує тільки одна система, що є інваріантною відносно групи Пуанкаре, а саме рівняння Максвелла. Аналогічним чином можна визначити рівняння Дірака, Шрьодінгера та інші. Отже, важливою є задача виокремлення з класу диференціальних рівнянь у частинних похідних таких, що допускають групу симетрій з найбільшою кількістю параметрів, а саме, задача групової класифікації.

Груповий аналіз диференціальних рівнянь бере початок з робіт С. Лі в яких він втілював ідею створення аналогу теорiї Галуа для інтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь. Відкриття С. Лі полягало в тому, що складні нелінійні умови інваріантності диференціального рівняння відносно групи перетворень можна замінити у випадку неперервної групи більш простими лінійними умовами інфінітезимальної інваріантності відносно твірних групи. Цей результат має велике значення для задач групової класифікації, оскільки дозволяє шукати замість перетворень з групи симетрій базисні оператори з відповідної алгебри ліївської інваріантності рівняння.

Застосування симетрійних методів до диференцiальних рiвнянь призвело до розвитку теорії груп та алгебр Лi. Взаємопроникаючий зв’язок деяких розділів теорії алгебр Лі з груповим аналізом диференціальних рівнянь продовжує інтенсивно поглиблюватися через розвиток алгебраїчних методів у груповому аналізі рівнянь математичної фізики. До таких розділів можна віднести теорії інваріантів (узагальнених операторів Казіміра), реалізацій і контракції алгебр Лі та теорію зображень простих груп. Опис реалізацій алгебр Лі у різних класах векторних полів принципово важливий для розв’язання задач групової класифікації. Граничні переходи (контракції) між алгебрами Лі з’являються при дослідженні зображень, інваріантів, спеціальних функцій і диференціальних рівнянь. Найвідомішим прикладом контракцій алгебр Лі у фізиці є сингулярний перехід від алгебри Пуанкаре до алгебри Галілея. Він надає симетрійне обґрунтування граничного переходу від релятивістської до класичної механіки за умови, що швидкість світла прямує до нескінченності. Теорія зображень простих груп/алгебр Лі крім безпосередніх застосувань також відкриває шлях до побудови нових спеціальних класів функцій (орбіт-функцій), які мають ряд властивостей корисних у застосуваннях, зокрема, вони є розв’язками крайових задач Неймана та Діріхле. У той же час решітки коренів простих груп Лі та їх симетрія дозволяють ефективно працювати з багатовимірними квазікристалами та майжеперіодичними функціями заданими на них.

У даній роботі використовувалися методи симетрійного аналізу диференціальних рівнянь (класичний метод Лі–Овсяннікова та ряд його сучасних версій). Точні розв’язки побудовано методами ліївської та некласичної редукції і розмноження різними типами перетворень між рівняннями. Для опису законів збереження використано модифікацію прямого методу. Також в роботі запропоновано нові понятійні апарати та розроблено ряд нових методів і підходів до реалізацій та контракцій алгебр Лі, а також до орбіт функцій та майже періодичних функцій. Нові методи та підходи використані у циклі праць було  розроблено у Інституті математики НАН України, Університеті Кіпру та Центрі математичних досліджень Університету Монреалю, у тому числі і авторами циклу.

Мета роботи

Метою даного циклу робіт є розробка та вдосконалення сучасних методів групового аналізу із використанням теорії алгебр Лі та їх застосування до класів (1+1)-вимірних нелінійних рівнянь реакції–дифузії зі змінними коефіцієнтами. Наступною задачею було створення теоретичних основ для дослідження контракцій алгебр Лі та їх застосування до вивчення контракцій та структур многовидів низькорозмірних алгебр Лі; побудова реалізацій низькорозмірних нерозв’язних алгебр Лі; перегляд класифікації алгебр Лі векторних полів на площині, опис їх диференціальних інваріантів та побудова інваріантних систем диференціальних рівнянь. Основну увагу було приділено задачам групової класифікації, що не розв’язуються класичними методами, та узагальненим постановкам класифікаційних задач. А також вивчення орбіт-функцій та застосування групових методів до квазікристалів і майже періодичних функцій.

Наукова новизна та теоретична цінність роботи
У роботі отримано такі основні наукові результати:

· Використовуючи новий підхід до групової класифікації, що базується на застосуванні перетворень з узагальненої розширеної групи еквівалентності та відображень між класами рівнянь, повністю розв’язано задачу групової класифікації (1+1)-вимірних рівнянь реакції-дифузії зі змінними коефіцієнтами та степеневими нелінійностями. За знайденими симетріями методом редукції побудовано нові точні розв’язки рівнянь з досліджуваного класу. 

· Описано множини всіх допустимих перетворень у класах (1+1)-вимірних рівнянь реакції-дифузії зі змінними коефіцієнтами та степеневими нелінійностями. 

· Прокласифіковано локальні закони збереження (1+1)-вимірних рівнянь реакції-дифузії зі змінними коефіцієнтами та степеневими нелінійностями. 

· Виконано вичерпну групову класифікацію рівнянь дифузії між пластинами. Також прокласифіковано локальні закони збереження і побудовано додаткові перетворення еквівалентності та точні розв’язки рівнянь з цього класу. 

· Прокласифіковано потенціальні некласичні симетрії (1+1)-вимірного рівняння швидкої дифузії. Доведено, що деякі класи таких симетрій пов’язані зі звичайними некласичними симетріями на множині розв’язків допоміжної потенціальної системи. Знайдено нові точні неліївські розв’язки. Показано, що відомі точні розв’язки рівняння швидкої дифузії вичерпуються розв’язками, які можна побудувати за знайденими операторами потенціальної некласичної симетрії.

· Описано нелінійності, для яких рівняння з класу (1+1)-вимірних рівнянь фільтрації допускають нетривіальні некласичні симетрії. 

· Прокласифіковано закони збереження для рівнянь дифузії у пористому середовищі. Використовуючи відповідні потенціальні системи, знайдено всі потенціальні симетрії таких рівнянь.

· Розроблено теоретичні основи для вивчення контракцій алгебр Лі над комплексним і дійсним полями та запропоновано нові необхідні критерії існування таких контракцій. Побудовано ряд важливих прикладів, які спростовують відомі гіпотези і твердження та дають підстави для формулювання нових гіпотез. 

· Доведено теорему, що містить повний перелік необхідних критеріїв існування контракцій низькорозмірних алгебр Лі. На основі цієї теореми виокремлено всі випадки, коли між двома заданими низькорозмірними алгебрами Лі не існує контракцій. 

· Сформульовано алгоритм знаходження контракцій скінченновимірних алгебр Лі, за допомогою якого описано всі слабо нееквівалентні контракції дійсних низькорозмірних алгебр Лі. 

· Знайдено всі нееквівалентні реалізації дійсних нерозв’язних алгебр Лі розмірностей не вищих ніж чотири векторними полями у просторі довільної скінченної кількості змінних. Побудовано усі нееквівалентні системи двох звичайних диференціальних рівнянь другого порядку, інваріантні відносно дійсних алгебр Лі розмірностей три та чотири. 

· Переглянуто класифікацію дійсних алгебр Лі векторних полів, що діють на площині, та вичерпно описано множину їх диференціальних інваріантів, а саме: базиси диференціальних інваріантів, визначники Лі та оператори інваріантного диференціювання. 

· Вивчено орбіт-функції та відповідні дискретні перетворення типу Фур’є, що базуються на простих та напівпростих компактних групах Лі рангу три. Зокрема, отримано комбінаторні формули для обчислення кількості точок в решітці фундаментальної області та кількості елементів у класах суміжності. Побудовано явний вигляд операторів другого порядку та області для яких C-орбіт функції та S-орбіт функції є відповідно розв’язками краєвих задач Неймана та Діріхле в тривимірному просторі. 

· Розроблено метод для дискретного Фур’є аналізу майжеперіодичних функцій заданих на квазікристалах. Запропонований метод базується на скінчених групах та дуальних до них. В явному вигляді знайдено Фур’є розклади майжеперіодичних функцій побудованих на стандартному квазікристалі Фібоначчі. 

Робота носить теоретичний характер. Отримані результати можуть бути використані для розв’язання ряду конкретних задач теорії диференціальних рівнянь, математичної фізики, математичної біології, хімії та теоретичної фізики.

Усі результати є новими, доповідалися на різноманітних українських і міжнародних наукових конференціях, конгресах і наукових семінарах. Вони добре відомі фахівцям з алгебри, диференціальних рівнянь та симетрійного аналізу як в Україні, так і за кордоном.

Структура роботи

Цикл наукових праць “Алгебраїчні методи в математичній фізиці”, що представляється на здобуття премії Президента України для молодих вчених, складається з 18 статей у реферованих журналах і збірниках наукових праць загальним обсягом 308 с. Усі публікації є реферованими, 11 з них містяться у міжнародних базах даних SCOPUS і ISI Web of Knowledge, та налічують в цих базах 58 цитувань (без самоцитувань – 31). Середній імпакт-фактор журналів —1,340; загальний (середній) ідентифікатор SJR — 0,203. Перелік цитувань кожної роботи наведено у другому томі подання.
Загальна кількість робіт авторів складає 32 наукових публікації. Апробація роботи (наукові доповіді) також проводилась на 19 українських і міжнародних конференціях, конгресах та семінарах.
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